TD 0 - Résolution d’équations

Entrainements

Exercice 1. Résoudre les (in)-équations suivantes :

1. 2 4+4224+2-6>0 7.202 —4dx+2=1—2
2. 28 —2? -2 -2<0 8. (z—1)%2<1
3. Br—1(@+2)+(2-6x)4r+3)>0 o 1 1
4. 3225 — 16222 < 0 T—27 2¢
. 2 22 + 1 10. 2x—|—1>3:n—2
S 4x? -1 7 42?2 —4dx+1 12"“?0_ 14+$16 )
4 _
xt — 52 + 4 z T+

Exercice 2. Résolution d’équations et d’inéquations avec les fonctions In, exp et x — a® :

1. In(2? —4€?) < 1 +In(3z) 9. 22T — e —1<0

22 In(l+e™) <z 10. 2In(x)+In(2z —1) > In(2x + 8) +
3. |lnz| <1 2In(z —1)

4. In(2r+4)—In(6—x) =In(3z —2) —In(z) 11. 4e® —3e2 >0

5. €37 — 6e? + 8¢ > 0 12. ¢ —e™* =3

6. 92c+l 4 9z 13. 9 —2x3*—-8>0

7. e — 2 _ertl 4 o <.

8. (Inz)?—3Inxr—4<0

Exercice 3. On considére Pexpression R(a) = Va4 2va—1++va—2va — 1.
1. Pour quels valeurs de a, R(a) est-elle bien définie ?

2. Pour ces valeurs, simplifier 'expression R(a). Tracer la fonction a — R(a).

Exercice 4. Déterminer en fonction du paramétre m € R I’ensemble de définition de la fonction de
R dans R donnée par

f(z) =22 = (m+ 1)z +m.
Exercice 5. Soit f une fonction de R dans R. On considére les trois propositions suivantes
Pi(f):"3IM e RyVz €R, f(z) < M”
Py(f): 73w € R,y € R, f(x) < f(y)
Py(f) :"Ve € R,y € RT, f(z) = f(y)”

1. Donner les négations de ces propositions

2. Dire si ces propositions sont vraies ou fausses pour les fonctions suivantes :

R - R R — R R — R
) ) h
z — 1 x +— exp(x) x +— cos(x)

S

On justifiera, dans le cas ol les propositions sont vraies, en donnant une valeur pour les variables
quantifiées par le quantificateur 3
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Exercice 6. On souhaite résoudre I'inéquation suivante

I(a) : ar®—2d’r+ar—x+2a—1>0
d’inconnue x et de paramétre a € R.

1. A quelle.s condition.s sur a cette inéquation n’est-elle pas de degré 27 La résoudre pour la.les
valeur.s correspondante.s

Dans toute la suite de I'exercice nous supposerons que a est tel que I'inéquation est de degré 2.
2. Montrer alors que le discriminant de az? — 2a?x + ax —  + 2a — 1 en tant que polynome du
second degre en x, vaut
A(a) = 4a* — 4a® — 3a%> + 2a + 1
3. Montrer que A(a) = (a — 1)%(2a + 1)?
(a) Soit M l’ensemble des solutions de A(a) = 0. Déterminer M
(b) Résoudre I(a) pour a € M.
On suppose désormais que a ¢ M.

5. (a) Justifier que A(a) > 0 et exprimer y/A(a) a 'aide de valeur absolue.
(b) Montrer que pour tout z € R,

{lz], =|2} = {z, ==}

(c) En déduire que I’ensemble des racines de az? — 2a?z + ax — x + 2a — 1 est
1
R = {, 2a — 1}
a

1
rl(a):a et ro(a)=2a—1

On note

6. Résoudre r1(a) > ro(a).

7. Conclure en donnant les solutions de I(a) en fonction de a.

Exercice 7. On cherche les racines réelles du polynéme P(z) = z3 — 6z — 9.

1. Donner en fonction du paramétre x réel, le nombre de solutions réelles de I’équation x = y + %
d’inconnue y € R*.

2. Soit 2 € R vérifiant |z| > 2v/2. Montrer en posant le changement de variable z = 3 + % que :
Plz)=0<=145 -9 +8=0

3. Résoudre I'équation 22 — 9z + 8 = 0 d’inconnue z € R.
4. En déduire une racine du polynéme P.

5. Donner toutes les racines réelles du polynéme P.
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