[ Correction TD 13 - Dérivation ]

I Calculs de dérivés

Exercice 1. Avec des polynomes.
Déterminer le domaine de définition, le domaine de dérivabilité et la dérivée des fonctions suivantes :

_z-l 3+a\*
. f(x>_:c1+2 4 f(“"):<2x+$1>
2. f(:r:):x—n,neN* 5. f(x) = (4 —3x)5
4_ 3003 4 4022 — 7 (42 -3)3
5 ) = 17 303:(:;_ ?; 20z + 6. (@) =

Correction 1. Avec des polynoémes.

z—1
1. =
La fonction f est définie et dérivable sur R\ {—2}. On obtient : Vx € R\ {-2}, f/(z) = CESEk
x

1
2. f(f[f) = 1’7’ n € N*
La fonction f est définie et dérivable sur R* et on obtient : Vx € R*, f/(x) = %nn
x

152* — 3022 + 4022 — 202 + 7

—15(z* 4+ 227 + 1
La fonction f est définie et dérivable sur R\ {1} et on obtient : V2 € R\ {1}, f/(z) = S +20"+1)

(z —1)°
3+2\*
4. =
/(@) <2w + 1>
_ 3
La fonction f est définie et dérivable sur R\ {—%} et on obtient : Vz # —%, f(z) = m

5. f(z) = (4—3z)°

* Domaine de définition : La fonction f est bien définie sur R et Dy = R.

* Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur R comme somme, composée et produit de

fonctions dérivables.

* Expression de la dérivée : pour tout = € R, f'(x) = —15(4 — 3x)*.

6. f(z)= (;sz_ 3)3
e +1
x Domaine de définition : La fonction f est bien définie si 322 + 1 # 0 ce qui est toujours vrai comme
somme de deux termes positifs dont 1'un est strictemlent positif. Ainsi Dy = R.

* Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur R comme somme, produit, composée et quotient

de fonctions dérivables.
6(222 + 3z + 2)(4z — 3)?
(322 +1)2 '

* Expression de la dérivée : pour tout x € Dy, f'(x) =

Exercice 2. Mémes questions, avec des racines et valeurs absolues.
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1. f(z)=v22?2 -3z +1 4. f(z) = (VT + 27)?
2. f(z)=2"/1—x,neN* 5. f(x) =+v4a? -1
= 6. 1) = ale

Correction 2. Avec des racines et valeurs absolues.

1. f(z)=v222 -3z +1

1 1
La fonction f est définie sur | — oo, 5] U [1, +oo] et dérivable sur | — oo, §[U]1,+oo[ et on obtient : Vz €
4o — 3

2222 —3x + 1

1
UL o], f(a) =
2. f(z) =2"V1—x,neN*

La fonction f est définie sur | — oo, 1] et dérivable sur | — oo, 1[ et on obtient :
2" (x(—2n — 1) + 2n)

] — o0

Ve <1, fl(z)= .
z f'(x) Wi
1—2
3. flz) == T
La fonction f est définie sur | — 1, 1] et elle est dérivable sur | — 1, 1] et on obtient : Vz €] — 1,1[, f'(z) =
-2 -z +1

V1—22(1+z)
1 f(z) = (VE + 207

La fonction f est définie sur R et elle est dérivable sur R™ et on obtient :
2 14+4
s 0, fin = G EVDO+AVE)
VT

5. f(z) =+v4x? -1

1 1
* Domaine de définition : La fonction f est bien définie si 422 —1 > 0 et ainsi Dy = } —00, —2} U [2, 400 [

2
et composée de fonctions dérivables car f est dérivable si 422 — 1 > 0.
4x

Viaz? — 1

* Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur ] —00,~5 [U] —,+oo [ comme somme, produit

* Expression de la dérivée : pour tout x € Dy, f'(x) =

6. f(z) = xlz|

* Domaine de définition : La fonction f est bien définie sur Dy = R.

* Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur R* comme composée et produit de fonctions
dérivables car x # 0 afin que la valeur absolue soit dérivable.

2z siz >0 2

—2z siz <O —2? sixz>0
* Expression de la dérivée : pour tout x € Dy, f'(x) = car f(x) = :
x sixz <0

Exercice 3. Mémes questions, avec des exponentielles et logarithmes.

1. f(x)=2" 21
2 5. f(z)=1In

2. flx)=e7 J@) 1<5L‘w+1)

3. f(z) =In|z| 6. f(z)= ()

4 f(z) = In|(2+ 1)
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Correction 3. Avec des exponentielles et logarithmes.

1. f(z) = 2% = etIne
La fonction f est définie et dérivable sur R™ et on obtient : Vo >0, f/(x) =2%(lnz+1).

22

2. f(z)=e7
g2
La fonction f est définie et dérivable sur R et on obtient : Vz € R, f/(z) = —ze™2".
3. f(z) =1n|z|
La fonction f est définie et dérivble sur R*. Comme il y a une valeur absolue, on étudie des cas :
1
*x Siz >0, alors f(z) =1In(z) et f/(x) = —.
x
—1 1
*x Six <0, alors f(z) =In(—z) et f(z) = — = —.
-r
1
Ainsi, dans tous les cas, sur R*, on obtient que : f/'(z) = —.
x

4. f(x) =In|(z% +1)3|
Comme 1+ 22 > 0, la fonction f est définie et dérivable sur R et la valeur absolue est inutile. Ainsi, on a :

VreR, f(z)=In(a?+1) et f(z) = —2

1422
5. fla)—n [ L1
' - x4+ 1

22%(1 4+ Inx)

La fonction f est définie et dérivable sur |1, +o0c[ et on obtient : Vo > 1, f'(z) = D@1 1)
z® —1)(z

1
6. =
* Domaine de définition : La fonction f est bien définie si x > 0 et Inz # 0 < x # 1. Ainsi Dy =
10, 1[U]1, 4-o0].
* Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur D; comme quotient de fonctions dérivables.
—1
* Expression de la dérivée : pour tout « € Dy, f'(z) = on (@)

7. f(x) =In(Inx)

* Domaine de définition : La fonction f est bien définie si z > 0 et In (x) > 0. Ainsi Dy =]1, +o0o].

* Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur |1, +o0o] comme composée de fonctions déri-
vables.

* Expression de la dérivée : pour tout « € Dy, f'(x) =

8. f(z) = |In(z)]

xln(x)

* Domaine de définition : La fonction f est bien définie si z > 0 et Dy = R,

x Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur R™ \ {1} comme composée de fonctions
dérivables et car Inx # 0 pour que la valeur absolue soit bien dérivable.

.
-, Sz €]0,1] —In(x) siz€l0,]
* Expression de la dérivée : pour tout © € Dy, f'(x) = ) car f(x) =

2 szl oo In(xz) sizé€]l,-
x

Exercice 4. Mémes questions, avec des fonctions trigonométriques.
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~—

(z) = (sin (z))es”

() = sin (sin (sinx))

(2) = cos (v/2)

=

2 3.
1. f(z) = tan (1 fﬁ) >
2. f(z) =costz 5

Correction 4. Avec des fonctions trigonométriques.

1. f(z) =tan (1_2’_3;2>
2z

La fonction f est définie et dérivable si x vérifie : Vk € Z, T3 22 # g + km. On obtient alors sur cet
x
2(1 — 22) o [ 2z
ensemble : f/(z) = 0522 <1 + tan +2))
2. f(x) =cos*x
La fonction f est définie et dérivable sur R et on obtient : Vo € R,  f/(x) = —4sin (z) cos® ().

3. f(z) = (sin (z))e®s”

= =

* Domaine de définition : La fonction f est bien définie sur R et Dy = R.

* Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur R comme composée et produit de fonctions
dérivables.

* Expression de la dérivée : pour tout « € Dy, f'(z) = (cos (z) — sin? (z)) e°57.
4. f(x)=sin(sin(sinx))

* Domaine de définition : La fonction f est bien définie sur R et Dy = R.
* Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables.
* Expression de la dérivée : pour tout & € Dy, f'(x) = cos (z) X cos (sin (z)) X cos (sin (sinz)).

5. f(x) = cos (/)

* Domaine de définition : La fonction f est bien définie si z > 0 et Dy = R*.
* Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur R™ comme composée de fonctions dérivables
car x > 0 afin que la racine carrée soit bien dérivable.
~sin (2)

2vx
1

Exercice 5. Calculer la dérivée de f: x +— aVe?—+2 avec a € RT™\ {1}.

* Expression de la dérivée : pour tout x € Dy, f'(x) =

Correction 5. La fonction f est définie et dérivable sur | — a, a]. Le calcul de sa dérivée donne :

zlna

"(z) = aVa?-22 x )
f() (az_x2> a2 — 2

Correction 6. Soit zg € R fixé, et soit f une fonction définie au voisinage de x( et dérivable en xg.
- - xo+h) — flz . zo+h)— f(z
On reconnait un taux d’accroissement : lim f(zoth) = Jlao) = lim J(@o+h) = flzo) = | f'(xo) | car f est
h—0 h h—0 (20 + h) — xo
dérivable en xg. (On peut détailler en posant par exemple le changement de variable X = z — x).
On fait apparaitre deux taux d’accroissement :

flxo+h) = flwo—h) _ fzo+h) = f(wo) + flao) = flwo—h) _ flzo+h) = fzo) | flwo) = flao—h)

h h (:L'o—i-h)—.f() xg—(a:()—h)
- _fleot+h)— flzo) _ o . fl@o) = fleo—h) _
Or f est dérivable en z( donc ’1113%) ot 2 fi(zo) et }llli% to—(to—h) (o).
On en déduit que | lim flo+h) = flwo = 1) =2f"(xq) |
h—0 h
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Exercice 6. Soit g € R fixé, et soit f une fonction définie au voisinage de xg et dérivable en xy.

Calculer lim f(ao+h) = flxo) et lim flzo+h) — f(wo - h)_

II Etude de la régularité d’une fonction

V1+az?2—V1— 22
Exercice 7. Soit f la fonction définie sur [—1, 1] par f(z) = x

0 siz=0

six #0

Montrer que f est de classe C! sur | — 1,1].

Correction 7.

e La fonction f est de classe C! sur ] — 1,0[U]0, 1[ comme composée, somme et quotient dont le dénominateur
ne s’annule pas de fonction C'.

e Etude de la continuité en 0, point particulier :
On doit vérifier que la limite de f(x) quand x tend vers 0, x # 0 est bien égale a f(0) = 0. Soit x # 0,
x €] — 1,0[U]0, 1], on a en utilisant la quantité conjuguée (la forme est sous cette forme indéterminée en 0)

1+z*—(1—-2%) 2x
\/1+x2+\/1—x2) Vit a?+V1—a?

@) =
o

On a ainsi levé I'indétermination et on obtient par somme et quotient de limites : I&m?éo f(z) =0. Ainsi la
z—0, x

fonction est bien continue en 0 et ainsi f est continue sur | — 1, 1].

e Montrons que la fonction est dérivable en 0. Pour cela, on revient au calcul du taux d’accroissement. On a :

fl@)—=f0) Vi+a?—-vV1-—22 2x
x-0 z? VI +V1—a?

d’aprés le calcul précédent. On en déduit que 1ir% =1, donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 1.
T—>

e Montrons que la fonction f’ est continue en 0. Pour cela, il faut calculer f/'(z) pour z # 0, et calculer sa
limite en 0. On a pour tout z €] — 1, 1[\{0}

P €= =)l U i)

xr
V1422 — V1= 22
PN N
2
VI— 221+ a2 (\/1—m2+\/1+x2)'

La dérivée n’est pas sous forme indéterminée en 0 et on obtient par somme, composée, produit et quotient
de limite : lir% f'(z) =1 = f(0). On en déduit que f’ est continue en 0, donc finalement que f est C! en 0.
T—

e La fonction f est C* en 0 et elle est C'! sur | — 1,0[U]0, 1], donc elle est bien C* sur | — 1,1].

x2e”

Exercice 8. Soit f la fonction définie par : f(z) = [pp——rt
—e
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1. Donner le domaine de définition et les limites aux bornes. Etudier la continuité de f, et prolonger f par
continuité lorsque c’est possible.

2. Etudier la dérivabilité de la fonction prolongée.

Correction 8.
1. e Domaine de définition : La fonction f est bien définie si et seulement si 1 — e 3% #£ 0 < x # 0. Ainsi
Dy =R~
e Limite aux bornes :
2

* Limite en —oo : Par croissance comparée : lim z“e® = (. Puis par propriété sur les somme,

T—>r—00
composée et quotient de limites, on obtient que: lim f(z) = 0. La courbe C; admet une asymptote
T—r—00
horizontale d’équation y = 0 au voisinage de —oo.

* Limite en +00 : 1iri1 f(z) = 400 par propriété sur les somme, produit, composée et quotient de
T—>+00

x
limites. De méme : lirf Q = +o00. Et ainsi la courbe Cy admet une branche parabolique de
T—r+00 €T

direction asymptotique ’axe des ordonnées.

3x

* Limite en 0 : On utilise I’équivalent usuel de ’exponentielle et on obtient que : 1 — e~ ¥ 3zx. Ainsi

x
par quotient d’équivalent, on a : f(x) T3 car e’ > 1. Ainsi : lin(l) flx)=0.
T—

e Etude de la continuité : la fonction f est continue sur R* comme produit, composée, somme et quotient
de fonctions continues.
e Prolongement par continuité en 0 : on a montré que lir% f(z) =0, donc la fonction f est prolongeable
r—r

par continuité en 0 en posant f(0) = 0. Et en notant toujours f la nouvelle fonction ainsi obtenue, on

2, ¢
xe
six#0

a pour tout z € R : f(z) =4 1—e™
0 siz=0.
2. Etude de la dérivabilité : La fonction f est dérivable sur R* comme produit, composée, somme et quotient
de fonctions dérivables.
Etude de la dérivabilité en 0 : On a pour tout = # 0 : 1) ; 1) =7 :czx_?w
f(x) = f(0)

1
T 03

. Toujours en utilisant 1’équi-

— f(0 1
valent usuel de la fonction exponentielle, on a : . Ainsi on obtient que : liH(l) M =3
r—r xT
1
Ainsi la fonction f est dérivable en 0 et f/(0) = 3

On a donc que la fonction f est dérivable sur R.
ew six <0

Exercice 9. Soit g la fonction définie par : g(z) = 0 siz=0

ﬂzgln(x) siz >0

1. Donner le domaine de définition et les limites aux bornes.

2. Etudier la continuité et la dérivabilité de g.

Correction 9.
1. e Domaine de définition : La fonction g est toujours bien définie et ainsi on a : D, = R.
e Limite aux bornes :
* Limite en 400 : Pour tout > 0, on a: g(z) = agg)ln x. Ainsi, par propriété sur le produit de limites,
g(x

on a: lim g(x) = +oo. De méme : lim —— = 4o0. Ainsi la courbe C; admet une branche
T—+00 r—+00 I

parabolique de direction asymptotique ’axe des ordonnées au voisinage de +o0.
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* Limite en —oo : Pour tout z < 0 : g(z) = ex. Ainsi par propriété sur la composée de limite, on a :

lim g(z) = 1. Ainsi la courbe C; admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 au voisinage
T——00

de —o0.
2. e Etude de la continuité :
La fonction ¢ est continue sur R™ comme produit de fonctions continues. Elle est aussi continue sur
R™ comme composée de fonctions continues. Il reste donc a étudier la continuité en 0 :

lim g(z) = lim er =0 par propriété sur la composition de limite.
z—0~ z—0"

lim g(x) = lim 22 nz =0 par croissance comparée.

z—07t z—07F

Ainsi, on a: lim g(x) = lim g(z) = g(0) donc la fonction ¢ est aussi continue en 0.
z—0~ z—07t

Ainsi la fonction g est continue sur R.

e Etude de la dérivabilité :
La fonction g est dérivable sur R™ comme produit de fonctions dérivables. Elle est aussi dérivable sur
R™ comme composée de fonctions dérivables. Il reste donc & étudier la dérivabilité en O :

1
z)—g(0 ex 1
Pour tout z < 0, on a : M = — = Xe~¥ en posant X = —. Comme lim X = —oo0, on a
x x x z—0~
—g(0
par croissance comparée : lim XeX = 0. Et ainsi, on obtient que : lim M = 0. Ainsi la
X——00 z—0~ x
fonction g est dérivable a gauche en 0 et gy (0) = 0.
— (0 —g(0
Pour tout z > 0, on a: M = v/zInz. Ainsi par croissance comparée : lim+ M =0. Et
T z—0 T
z) —g(0
ainsi, on obtient que : 1im+ 9(@) = 9(0) = 0. Ainsi la fonction g est dérivable & droite en 0 et ¢/,(0) = 0.
z—0 X

La fonction g est dérivable a gauche et a droite en 0 avec g);(0) = 0 = g;(0). Donc la fonction g est
dérivable en 0 et ¢'(0) = 0.
Ainsi la fonction g est dérivable sur R.

exp(2? =32 +2) si0<z<2

1 = 1
Exercice 10. On pose f(z) 1 Sz 9
In(z — 2)
1. Quel est ’ensemble de définition de f.
2. La fonction f est-elle continue 7 Dérivable ?

3. Etudier les variations de f. Tracer la courbe.

3
4. Montrer que f est une bijection de [2, 2] sur un intervalle & déterminer.

5. Etudier la fonction réciproque : domaine de définition, continuité, variations, dérivabilité, courbe.

6. Déterminer explicitement ’expression de la réciproque.

Correction 10.

1. La fonction f est bien définie si et seulement si : In (z — 2) # 0 pour tout x > 2. Orona:Iln(x —2)=0<
z = 3. Ainsi Dy = R™\ {3}
2. e Limites aux bornes

. . . " . 2_ . . .
* Limite au point de raccord 2 : Par continuité de la fonction x — e* ~3#+2 qui est bien continue sur

[0, 2] comme somme et composée de fonctions continues, on a : lim f(z) = f(2) = 1. De plus, pour
T—27

tout x >2,ona: f(x)=z—1— . Et par propriétés sur les sommes, composée et quotient

In(z — 2)
de limites, on obtient que : lim f(z) = 1. Ainsi, on a: lim f(z) = f(2) =1 = lim f(x). Ainsi
z—2F z—2~ x—27F

la fonction f est bien continue en 2.
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* Limite en 3 : Par propriété sur les sommes, composée et quotient de limites, on obtient que :

lim f(z) = +ooet lim+ f(x) = —oo. Ainsi la courbe C; admet une asymptote verticale d’équation
Tz—3~ r—3
r = 3.
1
* Limite en 400 : pour tout x > 2, f(z) =z —1— ﬁ Ainsi par propriété sur les sommes,
n(r—
composée et quotient de limites, on obtient que : hIJP f(x) = 400. On peut alors étudier la
T—r+00
1
branche infinie. On a : lim z)—(x—1)= lim ———— =0 par propriété sur les somme
Jim f(z)—(z-1)= lm Iz —32) O Par prop ,

composée et quotient de limites. Ainsi la courbe C; admet la droite y = x — 1 comme asymptote
oblique au voisinage de +oo.

e Etude de la continuité de f :
La fonction f est continue sur [0,2[ comme somme et composée de fonctions continues. La fonction f
est continue sur |2, +00[\{3} comme sommes, composée et quotient de fonctions continues. De plus, on
a montré que la fonction f est aussi continue en 2. Ainsi la fonction f est continue sur R™ \ {3}.

e La fonction f est dérivable sur [0, 2] comme somme et composée de fonctions dérivables. La fonction f
est dérivable sur ]2, +00[\{3} comme sommes, composée et quotient de fonctions dérivables. Etudions
la dérivabilité en 2 :

* La fonction f est dérivable sur [0, 2] comme somme et composée de fonctions dérivables. Ainsi elle

est dérivable & gauche en 2 et f(2) = (4 —3) x e’ = 1.
. — f(2 1
* Etude de la dérivabilité & droite en 2 : pour tout © > 2, on a : M =1- .
x—2 (x —2)In(x —2)
En posant X = x — 2, on a par croissance comparée que : lim X In X = 0". Ainsi par propriété
X—0t
f@)—f(2) _

sur les composée, quotient et somme de limites, on obtient que : lim = —o0. Ainsi la

r—2+ xr—2
fonction f ,n’est pas dérivable & droite en 2 et elle n’est donc pas dérivable en 2. De plus le point

d’abscisse 2 est un point anguleux avec a droite une demi-tangente verticale.
Ainsi la fonction f est dérivable sur R™ \ {2,3}.

3. e On vient de voir que la fonction f est dérivable sur R™ \ {2, 3}. Le calcul donne pour tout z > 0, z # 2

(20 —3)e™ 342 G0 <z <2

et x #3: fl(z) = 3 Pour tout > 2 : f/(z) > 0 comme somme de
\/E(QIDSU—I—l) six > 2.

deux termes strictements positifs car Inax > 0 car « > 2 et comme produit de deux termes strictement

positifs. Il reste a étudier le signe de f’ sur [0,2[. Comme une exponentielle est toujours strictement

positive, le signe de f’ ne dépend donc que du signe de 2z — 3. On obtient ainsi le tableau de variation

suivant :

e A faire.
4. On a
3

e La fonction f est continue sur [3,

e La fonction f est strictement croissante sur [%,

2] comme somme et composée de fonctions continues.
2]
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-

« fB)=ciet f2)=1
Ainsi d’aprés le théoréme de la bijection, la fonction f est bijective de [%, 2] sur [e”1,1].
5. e Ona:f!: [efi,l]%[%ﬂ].
e La fonction f~! est continue sur [e_i, 1] comme bijection réciproque d’une fonction continue.

e Tableau de variation :

8
ﬂ:‘
PN
—_

! /

3
2

e Etude de la dérivabilité de f~! : Pour cela on va utiliser le théoréme de la dérivabilité d’une fonction

réciproque et il faut donc commencer par regarder les points d’annulation de f’. Or on a sur [%, 2] :

3
fllx)y)=0& 2= 7 De plus on a: f(2) = e~ 1. Ainsi, on a

3

* La fonction f est dérivable sur |5, 2] comme somme et composée de fonctions dérivables.

* Pour tout z €]3,2] : f'(z) # 0.

Ainsi d’aprés le théoréme de dérivabilité d’une fonction réciproque, f~! est dérivable sur ]67%, 1].
e A faire.

6. Comme on a déja montré que la fonction f est bijective de [%, 2] sur [e‘i, 1], on sait que :

veelD el d 1]y = i) o =)

Orona:y= f(z) & 22 —32+2—Iny = 0 car la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur

R™. Ainsi, on doit résoudre une équation du second degré en z. Ona A =1+ 4lny. Or y € [efi, 1] donc

3++v1+4lny ot s 3—V1+4lny |
2 2

Mais comme x € [§ 2] et que 0 < A <1, on a que g <z <2et 1l < 29 < —. Ainsi seule la solution

2
3+I+4dmy
2

0 < A <1 et en particulier il existe deux solutions qui sont : 1 =

N | W

x1 convient. Ainsi, on vient de montrer que : y = f(z) & =z =

Al fly) = 3—|-\/12—|-41ny.

. Et ainsi, on a pour tout

N

yele

III Utilisation des théorémes liés a la dérivation

Exercice 11. Montrer que si f est dérivable n fois sur [a, b] et admet n + 1 zéros sur |a, b[ alors il existe ¢ € |a, b
tel que : f(™(c) = 0.

Correction 11. Théoréme de Rolle :

Ici I'idée est de voir que grace au théoréme de Rolle appliqué entre chacun des zéros, on arrive & trouver un zéro
de moins a chaque dérivée de la fonction. On raisonne par récurrence : montrons par récurrence sur k € {0,...,n}
la propriété Py : f*) s’annule au moins n + 1 — k fois.

e Initialisation : par hypothése, () = f s’annule n + 1 — 0 fois donc Py est vraie.
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e Hérédité : soit k € {0,...,n—1} fixé, on suppose Py vraie, montrons Py vraie. Par hypothés de récurrence,

f(k) s’annule n + 1 — k fois : on note zg,x1,...,Znr1- les zéros distincts de f(k) sur ]a,b[ dans l'ordre
croissant g < 1 < -+ < Tp41—k. Pour tout 7 € {0,...,n— k}, on note I; Uintervalle I; = [z;, x;11]. D’aprés
le hypothéses énoncées sur f, on sait que, pour tout i € {0,...,n —k}, on a :

* f) est continue sur I; = (i, Zit1]
* fk) est dérivable sur i, v |
* f(x;) = f(xit1) (et cela vaut 0)

Ainsi, d’aprés le théoréme de Rolle appliqué a la fonction f*) sur lintervalle I;, on sait qu’il existe ¢; €
Jzi, zi1| tel que (F*)Y(¢;) = f*+D(¢;) = 0. Comme le théoréme s’applique a tous les intervalles I; avec
i € {0,...n — k} et que tous ces intervalles sont disjoints, on obtient que la fonction fED admet n — k =
n+1— (k+ 1) zéros distincts dans l'intervalle ]a, b[. Donc Py est vraie.

Ainsi on a montré que Py est vraie pour tout k € {0,...,n}, en particulier P, est vraie, et on a bien montré que
la fonction f(™ admet un zéro.

Exercice 12. Soit P € R[X] un polynéme non constant dont toutes les racines sont réelles et simples. Montrer
que toutes les racines de P’ sont réelles et simples.

Correction 12. Supposons que P soit un polynéme de degré n. Comme toutes ses racines sont réelles et simples,
on sait qu’il existe 1 < x93 < -+ < xy, tel que pour tout i € [1,n] : P(x;) = 0. Il s’agit alors d’appliquer le
théoréme de Rolle sur chaque intervalle [z;, z;11]. Faisons le par exemple pour [z1, z2] :

e La fonction P est continue sur [z, z2] comme fonction polynome.
e La fonction P est dérivable sur |z1, x2] comme fonction polynéme.

Ainsi d’apreés le théoréme de Rolle, on sait qu’il existe y; €]x1, 22] tel que P'(y1) = 0. Ainsi on a trouvé une racine
réelle de P’. En itérant le raisonnement sur chaque intervalle [z;, x;11], on trouve ainsi : y; < yo < -+ < y,_1 racines
réelles de P’. Ainsi on a trouvé n — 1 racines réelles dinstinctes de P’. Or comme deg P = n, on a deg P’ =n — 1
et on a donc trouvé toutes les racines de P’. Ainsi les racines de P’ sont bien toutes réelles et simples.

Exercice 13. Soient p et g éléments de R et n entier non nul. Montrer que I’équation x™ + pz + ¢ = 0 ne peut
avoir plus de deux racines si n est pair, plus de trois si n est impair.

Correction 13. On pose la fonction f(z) = ™ + px + ¢ et on étudie les zéros de f.

e Cas 1 : n est pair :
On suppose par ’absurde que f admet au moins trois racines distinctes sur R. Soit par exemple a, b et ¢
trois de ses racines distinctes avec a < b < ¢. On applique alors le théoréme de Rolle & la fonction f sur les
intervalles [a, b] et [b, c]. En effet, on a :

* la fonction f est continue sur [a, b] (respectivement sur [b, ¢]) comme fonction polynoéme

* la fonction f est dérivable sur ]a,b[ (respectivement sur b, ¢[) comme fonction polynéme

* f(a) = f(b) (respectivement f(b) = f(c))
Ainsi, d’aprées le théoréme de Rolle appliqué a la fonction f sur Uintervalle [a, b] puis [b, ¢], on sait qu'il existe
A €la,b| et C €]b, [ tel que f'(A) =0 = f/(C). Ainsi, on vient de montrer que si f a au moins trois zéros
alors f’ a au moins deux zéros. Or, on a

VzreR, f'(z)=nz""!+np.

Ainsi, on a
fllz)=0sa"! = —a
n
1

Or, si n est pair alors n — 1 est impair. De plus, la fonction = — 2™~ avec n — 1 impair est bijective sur

n—1 _

. . . p . . . . .
R tout entier donc I’équation x —= admet une unique solution. Ainsi, f’ ne peut pas avoir au moins

n
deux zéros. Contradiction. Ainsi, on a bien montré que f a au plus deux racines.
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e Cas 2 : n est impair :
On refait le méme type de raisonnement. On suppose par I’absurde que f admet au moins quatre racines
notées par exemple a < b < ¢ < d. On applique alors le théoréme de Rolle & la fonction f respectivement sur
les intervalles [a, b], [b, c] et [c, d]. Ce théoréme nous donne ainsi 'existence de trois racines A €la, b], B €]b, ]
et C €]c, d[ distinctes (car les intervalles sont disjoints) de f’ : f(A) = f/(B) = f(C) = 0. Or une racine de

pr _ b . . . ..
f! vérifie : "' = —= avec n — 1 pair car n est impair. Ainsi, on a
n

e Sip >0 alors —p < 0 et comme n — 1 est pair, il n’y a aucune solution.
e Sip =0 alors il y a une unique solution qui est 0.

e Sip<0alors —p >0 et il y a alors exactement deux solutions sur R.
Ainsi, dans tous les cas, il y a au plus deux solutions. Contradiction avec nos trois solutions. Ainsi, ce
raisonnement par ’absurde prouve bien que I’équation x™ + pxr + g = 0 a au plus trois solutions si n est
impair.
Exercice 14. Soit f de classe C! sur I'intervalle [0, 1]. On suppose que f’ est strictement positive sur [0, 1].
1. Montrer qu’il existe un réel a strictement positif tel que : Vo € [0,1], f/'(z) > a.

2. En déduire que si f(0) = 0 alors pour tout x de [0,1] on a : f(x) > ax.

Correction 14. Un exemple d’utilisation du théoréme d’une fonction continue sur un segment.

1. D’aprés les hypothéses sur la fonction f, on sait que f’ est continue sur le segment [0, 1] car f est C! sur ce
segment. Ainsi, d’aprés le théoréme sur les fonctions continues sur un segment, on sait que f’ est bornée et
atteint ses bornes. En particulier, on sait donc qu'il existe un réel d € [0,1] tel que f/(d) est le minimum de
la fonction f’ sur [0,1]. On a donc par définition d’un minimum :

Vo € [0,1], f'(z) > f'(d).

Mais par hypotheése sur f/, on sait que f’ est strictement positive sur [0, 1] et ainsi, on en déduit que f'(d) > 0.
Donc en posant a = f’(d), on a bien a > 0 et on a bien aussi :

vz €10,1], f'(z)> a.

2. Soit = € [0, 1] fixé.
On applique le théoréme des accroissements finis a la fonction f sur U'intervalle [0, z]. On vérifie les hypothéses :

e La fonction f est continue sur [0, z] (par hypothese)
e La fonction f est dérivable sur |0, z[ (par hypothése)

Ainsi, d’aprés le théoréme des accroissements finis, on sait qu'il existe un réel ¢ €]0, x| tel que

f(x) = f(0) =zf'(c).

Comme f(0) = 0, cela revient a : f(x) = xf'(c). Or, on sait de plus que : f'(¢) > a et comme z > 0, on
obtient bien que :
f(x) > ax.

Exercice 15. Soient a > b et deux fonctions f et g définies sur [a, b] et de classe C? sur cet ensemble. On suppose
que 'on a

fla)=g(a)  f(b)=g(b) et [P <g®
En étudiant g — f, montrer que : g < f.

Correction 15. On pose la fonction h = g — f. D’aprés les hypothéses faites sur f et sur g, on a
e hest C? sur [a,b]
e h(a)=h(b) =0
e 12 > 0.
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On veut montrer que h est toujours négative sur [a, b]. Pour cela, on cherche a étudier les variations de h.
Comme h(?) est positive sur [a,b], on sait que la fonction h’ est croissante sur [a,b]. De plus, on a :

e h est continue sur [a, b]

e h est dérivable sur |a, b|

e h(a) = h(b).
Donc d’apres le théoréme de Rolle, on sait qu’il existe ¢ €]a,b] tel que h'(c) = 0. Comme A’ est croissante, on a
donc : b’ est négative sur [a,c] et I’ est positive sur [c, b].
Ainsi, on obtient les variations suivantes pour la fonction h :

Donc la fonction h est bien toujours négative sur [a,b] et on a donc bien démontré que :

Vz € la,b], g(z) < f(=).

Exercice 16. Montrer les inégalités suivantes

1.

.VxE]O,E[,a:<tanx<

Pour tous réels a, htelsque 0 <a<a+h < g, sin (a + h) < sina + hcos a.

2.Ve>-1, In(l+z) <z
3.
4
)

Ve >0, (14+2)*>1+azraveca> 1.

2 cos?zx’

: V($7y)€]—0070]2, ’e$_6y| < |J,‘—y|

Correction 16. Pour montrer des inégalités une des méthodes possibles est d’utiliser le théoréme des accroisse-
ments finis.

1.

On fixe a et h deux réels tels que 0 < a <a+h < T On applique le théoréme des accroissements finis & la
fonction f: z — f(x) =sin(x) sur l'intervalle [a,a + h|. On vérifie les hypothéses :

e La fonction f est continue sur [a,a + h] car elle est C* sur R

e La fonction f est dérivable sur |a,a + k[ car elle est C°° sur R

Ainsi, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]a, a + h[ tel que
fla+h)=f(a)+(a+h—a)f'(c) & sin(a+h) —sin(a) = hf'(x) & sin (a + h) — sin (a) = hcos (c).

Mais on sait de plus que 0 < a <c<a+h < 5 et la fonction cosinus est strictement décroissante sur cet

intervalle ainsi on obtient que
cos (¢) < cos (a).

Finalement, comme h > 0, on obtient bien que : ‘sin (a + h) < sin(a) + hcos(a). ‘

. Montrons que Vx > -1, In(1+x)<x:

Soit > —1 fixé. On applique le théoréme des accroissements finis a la fonction f : ¢ +— In(1+¢) sur
I'intervalle [0, z] ou [z, 0]. On vérifie les hypothéses :

e La fonction f est continue sur [0, z] ou [z, 0] car elle est C* sur | — 1, +o00[
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e La fonction f est dérivable sur |0, z[ ou ]z, 0[ car elle est C* sur | — 1, +00]

Ainsi, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ compris entre 0 et x tel que

fl@)=f0) =z x fi(c) & In(1+a)= e

On doit alors distinguer deux cas selon que z > 0 ou —1 < x < 0 (le cas ou = 0 marche car : In (1 + z) =
In(l)=0et 0<0).
e CAS1:six>0: .
Onaalorsque: 0<c<z < 1<1l+c<1+xetdoncen particulierona:1<1l4c¢c& 1

+c
la fonction inverse est strictement décroissante sur R et tous les termes sont bien strictement positifs.

< 1 car

x
Enfin comme x > 0, on obtient en multipliant I'inégalité par z : Tre <z < In(l+zx) <z car d’aprés
c

le théoréme des accroissements finis, on sait que : In (14 z) =

e CAS2:si—-1<xz<0:

1
Onaalorsque::c<c<0<:>1—|—:c<1+c<letdoncenparticulierona:1+c<1<:>?>lcar
c

la fonction inverse est strictement décroissante sur R™ et tous les termes sont bien strictement positifs
(car 14+ ¢ > 1+ x > 0 car par hypothése z > —1). Enfin comme x < 0, on obtient en multipliant

1+c

x
I'inégalité par z : Tre <z < In(l+42) <z car d’aprés le théoréme des accroissements finis, on sait
c

que :In(1+42z) = 1—L{E—c'

Ainsi on a bien montré que dans tous les cas, on a : ‘ln (1+2) <. ‘

3. Montrons que Vx>0, (1+x)*>1+axaveca>1:
Soit & > 0 fixé.
On applique le théoréme des accroissements finis a la fonction f : ¢ — (14¢)® sur Uintervalle [0, z]. On vérifie
les hypothéses :

e La fonction f est continue sur [0, z] car elle est C*° sur | — 1, +o0[.
e La fonction f est dérivable sur |0, z[ car elle est C* sur | — 1, +00].

Ainsi, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]0, z[ tel que
f)=fO0)=zf(c) & (1+2)*—1=ax(l+c)* L

On encadre alors la dérivée f/(c) etona:0<c <z < 1 <1+c¢< 14z donc en particulier on obtient que :
1+ ¢ > 1. De plus la fonction ¢ + t*~! est strictement croissante sur R™ car o > 1 (en effet cette fonction
est dérivable et sa dérivée est la fonction : ¢ — (o — 1)t*~2 qui est bien strictement positive sur R** comme
produit de deux termes strictement positifs car o > 1). On obtient donc que : (14¢)*~! > 1 par composition
par une fonction strictement croissante. Puis comme az > 0, on obtient que : az(1 + ¢)*~! > az. Ainsi,
comme d’aprés le théoréme des accroissements finis on a : (1 + 2)* — 1 = ax(1 + ¢)*~ !, on vient donc de

montrer que : (14 2)* — 1 > ax et ainsi on a bien que : ‘ 1+2)*>1+ ax. ‘

4. Onﬁxexe}o,g[.

On applique le théoréme des accroissements finis a la fonction f: ¢ +— f(t) = tan(¢) sur 'intervalle [0, z].
On vérifie les hypothéses :

e La fonction f est continue sur [0, z] car elle est C*° sur {0, g{

b
e La fonction f est dérivable sur |0, z[ car elle est C* sur [0, 5 [
Ainsi, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]0, z[ tel que

F(z) — f(0) = 2f'(c) & tan (z) = (1 + tan? (¢)) = ——

cos? (c)
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On a tout de suite : 1 + tan? (¢) > 1 et comme z > 0, on obtient déja que
x < tan (z).

T T
De plus, on sait que 0 < c < z < 7 Comme la fonction cosinus est strictement décroissante sur [0, 5], on

obtient que
cos (¢) > cos ().

s
Comme les deux termes sont positifs car le cosinus est positif sur [0, 5}, on a : cos’ (c) > cos? () puis
1 1

< . Co e x > 0, on obtient ainsi
o2 () < cos? () mm , on ient ainsi

X

tan () < o (2]

T

On a donc bien finalement que : |0 < tan (z) < ———.
cos? (x)

. Montrons que V(x,y) €] — ,0]2, |eX—eY|<|x—y]:
Soit (x,y) €] — o0, 0]? fixeé.
On applique le théoréme des accroissements finis & la fonction f : ¢+ e’ sur intervalle [z,y] ou [y, z]. On
vérifie les hypothéses :
e La fonction f est continue sur [z,y] ou [y, x| car elle est C* sur R
e La fonction f est dérivable sur |z, y[ ou |y, x[ car elle est C*° sur R

Ainsi, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ compris entre x et y tel que
fl@) = fy) =(@—y)f'(c) e —e’ = (z —y)e.

On passe alors & la valeur absolue et cette inégalité devient :
6" — e¥] = o — y| x |e] & [e —e¥| = o — y| x ¢°

car e > 0.

Il reste alors a encadrer la dérivée. Comme (z,y) €] — 00, 0]* et que ¢ est compris entre x et y, on en déduit
en particulier que : ¢ < 0 & e° < 1 en utilisant le fait que la fonction exponentielle est strictement croissante
sur R. Puis en multipliant par |z —y| > 0, on obtient que : |z —y| x e < |z —y|. Or le théoréme des
accroissements finis nous a permis de montrer que : |e® — e¥Y| = |x — y| x €. Ainsi on vient bien de prouver

]2

que:“ex—ey\g\x—y\.‘

1)0:1

Vn €N, vpyr1 =12+ v,

Exercice 17. On définit la suite (vy,)nen par récurrence par {

1. Montrer que la suite est bien définie, minorée par 0 et strictement majorée par 4.

1
2. Montrer que, pour tout n € N : |v,41 — 4| < Z|Un — 4

3. En déduire que la suite (v, )nen converge et donner sa limite.

Correction 17. On pose f la fonction associée a la suite définie par récurrence : f(z) = v/12+ 2. On a en
particulier que D = [—12, 4-00].

e On montre par récurrence sur n € N la propriété
P(n): vy est bien défini et v, € [0,4].

e Initialisation : pour n =0 :
Par définition de la suite, on sait que vg = 1. Ainsi, vy est bien défini et vy € [0,4[. Donc P(0) est vraie.
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e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose la propriété vraie a ’ordre n, montrons qu’elle est vraie a 'ordre
n + 1. Par hypothése de récurrence, on sait que v, est bien définie et que v, € [0,4[. On a alors :

* v, est bien définie et v, € [0,4[C Dy. Ainsi f(v,) existe et donc v,41 existe.
* Comme v, € [0,4], on a : 124 v, € [12,16] et la fonction racine carrée étant strictement croissante,
on a: 12+ v, € [V12,4[C [0,4[. Ainsi, on a bien v,1 € [0,4].
Ainsi, P(n + 1) est vraie.
e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N v,, est bien défini et que

VneN, v, €l0,4]

2. On reconnait une inégalité type TAF. Pour cela, il suffit de remarquer que 4 est point fixe de f : en effet
f(4) = v/16 = 4. On applique donc le théoréme des accroissements finis a la fonction f entre v, et 4. On
vérifie les hypothéses :

e La fonction f est continue sur [v,,4] (ici on sait que v, < 4)
e La fonction f est dérivable sur v, 4[.

Ainsi, d’aprés le théoréme des accroissements finis, on sait qu’il existe ¢ €]v,, 4] tel que

f4) = flvn) = (4 —va)f'(c) & 4 — vng1 = (4 = va) f'(c).
1
24/12 + ¢
Or : 2¢/12 = 44/3 > 4 et ainsi, on obtient que :

. Or on sait que ¢ > v, > 0 donc 12+c¢ > 12
1 < 1 < 1 Pui

—. Puis,

2v124c¢  2¢/12 4

Il reste alors a majorer la dérivée f'(c). Or,ona: f'(c) =

1 1
et ainsi : < .
2v12+c 212
comme 4 — v, > 0, on a bien que

1
4_Un+1<1(4_vn)-

3. Comme v, < 4, on a donc que, pour tout n € N :
1
0<4—vy41 < 1(4—1),1).

Par itération, on conjecture que, pour tout n € N, on a :

1\" 1\"
0<4—v,< <4> (4—v) ©0<4—0, <3<4> .
Il faudrait montrer ce résultat par récurrence.

1 1\"
Puis, ensuite, comme —1 < 1 < 1, on sait que lir}rl <> = 0 et ainsi d’aprés le théoréme des gendarmes,
n—-+0oo

on obtient que la suite (v, )pen converge et qu’elle converge vers 4.

Exercice 18. Série de Riemman.

S |-

1
1. Montrer que pour tout n € N*, on a : 1 <In(n+1)—Ilnn <

n
n

2. Pour n € N*, on définit u, = > T Donner un encadrement du terme u,, et en déduire un équivalent simple
k=1

de la suite (uy)nen+ ainsi que sa limite.

no1
3. (Plus dur) Soit v €]0, 1[. Pour n € N*, on définit v, = > o En considérant (n+1)17% —n!= déterminer
k=1

un encadrement puis un équivalent de la suite (vy,)nens-
Correction 18. Série de Riemann

1. Soit n € N* fixé. On va appliquer le théoréme des accroissements finis a la fonction f : x — In(z) entre
[n,n + 1]. On vérifie les hypotheses :
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* La fonction f est continue sur [n,n + 1] comme fonction usuelle.
* La fonction f est dérivable sur |n,n + 1] comme fonction usuelle.
Ainsi, d’apreés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €n,n + 1] tel que :

f(n+1)—f(n):(n+1—n)f’(c)<:>ln(n+1)—ln(n):%.

1
Mais on sait que ¢ €]n,n + 1[ et la fonction inverse est décroissante sur R™ donc : e < - < —.0n
n c n
obtient donc bien )
] <ln(n+1)—In(n) < e
2. Soit n € N*. D’apreés 'inégalité précédente, on sait que, pour tout k € {2,...,n}, on a :
1
In(k+1)—In(k) < T <In(k) —In(k-1).
Ainsi, en sommant ces inégalités pour k allant de 2 & n en obtient :
n n 1 n
> (n(k+1) —In(k)) < = < > (In (k) —In(k—1)).
k=2 k=2 k=2
Comme les sommes sont télescopiques, on obtient :
Inn+1)—In(2)<u,—-1<ln(n)—0&nn+1)—In(2)+1<wu, <In(n)+1.
On a donc :
In(n+1)—In2+1 < U In(n)+1
In (n) “In(n) = In(n) °
1 1 1 1 1
Commen(nizl—k ,ona: lim n(nizl.Demém&ona:
In (n) In (n) n—+oo In (n
In(n+1)—In24+1 ln(n+1)+1—ln(2) ~_In(n)+In(1+4) L1 ~In(2) +ln(1—i— 1) +1—ln(2)
In (n) ~ In(n) In(n) In (n) In(n) In (n) In (n)
| 1)—In2+1
Ainsi, on a aussi :  lim n(n+1)—In2+ = 1. Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes, on obtient
n——+00 In (n)
ngrfoo In (n) =1e U oo tn ().

On obtient ainsi que lim wu, = +oo.
n—-+o0o

3. On refait le méme type de raisonnement.
e Soit n € N* fixé. On va appliquer le théoréme des accroissements finis a la fonction f: z — 2'~% sur
I'intervalle [, n + 1]. On vérifie les hypothéses :
* La fonction f est continue sur [n,n + 1]
* La fonction f est dérivable sur Jn,n + 1]

Ainsi, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €Jn,n + 1] tel que

fn+1)—fn)=mn+1-n)f(c) e (n+ 1) —nl"> = f(c).

Or,ona: f'(c) = (1 —a)c® = 11—«

. Comme on sait d’apreés le théoréme des accroissements finis que

1 1
———— < — < —. Puis comme « €]0, 1], on sait que : 1 —a > 0
(n+1)* ¢ " no

CCV
c€[n,n+1] et quea>0,ona:
et ainsi on obtient que :

1- 1- 1- 1-—
a e < T don — 2 < (n+ D> —nl=e <

< l-a
(n+ 1)« c ne (n+ 1)«

na
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On en déduit un encadrement du terme v,,. En effet, 'inégalité ci-dessus donne pour tout k& € {1,...,n}:

—
ka

1
(k4+ 1) -kl < < (k) — (k-1

Il s’agit alors de sommer ces inégalités pour k allant de 2 a n :

n

D+ D) kT <oy 1<) R = (k1)
k=2 k=2

Comme elles sont télescopiques, on obtient
n+Dr =24 1<y, <@ —14+1em+ ) -2+ 1 <o, <nl™™

On conjecture que 1’équivalent va étre n'~®. Pour le montrer, on divise tout par n'~® > 0 et on obtient

que :
n+1\"* 1-2->

n+1\'"* 1-2l-@
Comme on a bien que : lim < ) + —5—— =1, on obtient par le théoréme des gendarmes
n—+00 n ni—o

que
11—«

lim o =1ev, ~n
n——4oo nt % +o0
Calcul de la limite :

Comme 1 —a >0,ona: lim v, =-+oc.
n—-+o0o

IV Calculs de dérivées n-iémes

Exercice 19. Soit f: R — R une fonction dérivable & tout ordre et g, h les fonctions définies pour tout z € R*

1
par : g(z) = f(z?) et h(z)=f <$> . Calculer ¢, ¢", ¢, W', h”, """ en fonction de f’, f”, f".

Correction 19. Dérivées de composées :

e La fonction g est de classe C'°° sur R comme composée d’une fonction polynomiale et de f, fonction C*° sur

R. De plus, on a

Vz eR, ¢'(z)=2zf(z?).

Le calcul donne

veeR, ¢ (z)=2f"(a?) + 422 f P (2?).

On redérive et on obtient

veeR, ¢®(z)=12ef@(2?) + 8233 (22).

La fonction h est de classe C*° sur R* comme composée de la fonction inverse et de f, fonction C'* sur R.
De plus, on a

-1 1
Vo S R*, h,(.ZU) = ?h/ <x) .

vz e R, hP(z)= %f’ <1> + 14f(2) <1>

x x x

Le calcul donne
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e On redérive et on obtient

« —6 1 1\ —6 1 1
wers w0 =22 ()10 (3) % - w0 (3):

Exercice 20. Linéariser f(x) = cos® (z) et en déduire I'expression de la dérivée n-iéme de f pour tout n € N.

Correction 20. Linéariser f(z) = cos® (x) et en déduire I'expression de la dérivée n-iéme de f pour tout n € N.
e Linéarisation de f(x) = cos® (z) :
On utilise la formule d’Euler et on obtient que :
it 4 iz
(=

cos (3x) + 3 cos (x)
I :

cos® (x) =

3
1 . . . .
) — g [6321‘ _|_3€zx + 3¢~ + 6—321‘] —

e La fonction f est de classe C'°° sur R comme composée de fonctions de classe C*°. Ainsi il existe bien sur R
des dérivées successives a tous les ordres.
e Calcul de f™ pour tout n € N :
On a pour tout z € R : f")(z) = % [g(”) (z) + 3h™ (x)} avec g(x) = cos (3x) et h(x) = cos ().
De plus, on peut montrer par récurrence que
vz € R, K™ (z) = cos (:U + n%) g™ (x) = 3" cos (33: + n%)

Ainsi on obtient que :

Vo eR, fM(z) = z {3"71 cos (3:5 + n%) + cos (m + nﬁ)}

2
Exercice 21. Etudier la régularité et donner la dérivée n-iéme des fonctions définies par f(z) = o et
x J—
g(z) = 2% — In(z — 2) + 5e 7.
Correction 21. Calculs de dérivées n-iémes de fonctions :
L f@) =
flz) =
x?—1
* La fonction f est C* sur R\ {—1, 1} comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas.
1
% On peut commencer par remarquer que x> — 1 = (z — 1)(z + 1) et ainsi, on a : f(z) = —————.
p p quer q (= (z+1) f(z) CEEEE)

On cherche & transformer cette expression grace & une décomposition en éléments simples. On cherche
deux réels a et b tels que :

a b
Vee R\ {-1,1}, = .
peRV{-L1), )= o —
En mettant sur le méme dénominateur et en identifiant, on obtient que
1 1

vz eR\{-1,1}, f(z)=

20x—1) 2x+1)
Ainsi, d’aprés la somme de dérivées successives, on obtient que

1

vneN, VzeR\{-1,1}, fM™(x) 5

(97 @) - (@)

1 1
avec g(x) = | et h(z) = o2 Les dérivées n-iéme de ces fonctions sont & connaitre et & savoir
x— x

retrouver trés rapidement. On conjecture une formule en calculant les premiéres dérivées n-iéme, formule

que 'on démontre par récurrence. Les calculs donnent :
(—=1)"n!

(SL‘ _ 1)n+1

(—=1)"n!

VYneN, VreR\{-1,1}, g(n)(m) =
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Ainsi, en sommant, on obtient que

—1)"nl 1 1
VneN, VzeR\{-1,1 ) () = { - :
2. g(x) =% —In(x — 2) + 5e®
* La fonction g est C*° sur |2, +00[ comme somme et composée de fonctions C™.
* On a, par sommes de dérivées n-iemes : (" (z) = fl(n) (x)+ fz(n) (x) + fén)(as), avec fi(z) = 2°, fo(z) =
In(x — 2) et f3(xr) = 5e~*. Les dérivées n-iéme de ces fonctions sont & connaitre et a savoir retrouver

tres rapidement. On conjecture une formule en calculant les premiéres dérivées n-iéme, formule que ’on
démontre par récurrence. Les calculs donnent, pour n > 1 :

! 1) 1(n — 1)
(5—n)! (x—2)"
S (~1)"(n - 1)!
—1)™*(n —1)! n o .
—w+5(—1) e sin>>H
Exercice 22. Soit f:] —1,1[— R définie par : f(z) = 1 i .
x

Donner 'expression de f/, f” et de .
Pour n € N et €] — 1, 1], conjecturer I'expression de f(™(z).

Démontrer cette conjecture.

Ll

1
Soit h :] — 1,1[— R définie par : h(z) = — I En vérifiant que l'on peut écrire h sous la forme
22—

_a . b
Cr+1 x—1

Ve el —1,1[, h(x)

donner pour tout n € N 'expression de la dérivée n-iéme de h.

Correction 22. Etude de dérivées n-iéme :

1. La fonction f est de classe C* sur | — 1, 1] comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas.
On dérive f et on obtient pour tout x €] — 1, 1]

-1 2 —3!
") = —— @) = 2 Bg) = — 2
F@ =g P00 Y@= g
2. On conjecture ainsi que
—1)"n!
vneN, Vzel-1,1 () (g) = LV
n ) Zz ] ) [ f (1’) (1 4 .fC)n+1
3. e On montre par récurrence sur n € N la propriété
—1)"n!
v -1,1 M) (z) = (7
Pt Veel-LL @)= g
e Initialisation : pour n =0 :
o 0) : e (—1)°0! 1 o s
D’un coté, on a : f\%(x) = T+ Et de l'autre coté, on a : (1t = 1Tia Ainsi la propriété P(0)
est vraie.

e Hérédité : soit n € N fixé, on suppose la propriété vraie au rang n, montrons qu’elle est vraie au rang
n + 1. Par hypothése de récurrence, on a donc

(—=1)"n!

Ve el - 1,1, fM(z)= Ao
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Cette fonction est bien dérivable sur | —1, 1] comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule
pas et on a :

/ —1)"n! x (—n — —1)"+(n :
Vo E] . 1’1[7 <f(n)> (.CE) — f(n+1)(x) — ( 1) 'ﬂjn+(2 1) _ ( 1) ;_nj_z +1)|

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
e [l résulte du principe de récurrence que, pour tout n € N la propriété P(n) est vraie et ainsi, on obtient

que :
—1\*n!
_ () () — (D"t
VneN, Veel-1,1, [f"(z)= S
4. C’est la premiére dérivée n-iéme de I'exercice 7.
Exercice 23. Soit la fonction f,,—; définie par : f,_1(x) = e,
(n) -1
Montrer que : Vn € N, (x”fle%> = (anr)l e
Correction 23. Etude de dérivées n-iéme :
e On montre par récurrence sur n € N la propriété
(n) —1)"
P(n): fn_1 est C"sur R* et Va € R, (:c"_le%> = (xn+)1 es.
e Initialisation : pour n =0 :
, L 1\ 1 , " (-1)°% 2 1. . .
D’un coté, on a : (x ez) = —e=. De 'autre coété, on a : er = —e=. Comme cette fontion est bien
T T

x
continue sur R*, on a ainsi P(0) est vraie.

e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose la propriété vraie a 'ordre n, montrons qu’elle est vraie & ’ordre n+ 1.
Par hypothése de récurrence, on sait que f,_1 est C™ sur R* et

(n) -1
Vx € R”, (x"_le%> = (anr)l es.

Et on doit montrer que f, est C"*! sur R* et que :

n+1 _ n l (n+1) _ (_1)n+1 1
Vo eRY,  (fu)" () = (33 61) = Tt

La fonction f, est bien C™"*! sur R* comme composée, quotient et produit de fonctions C™*1. De plus, d’aprés
I’hypothése de récurrence, on connait la dérivée n-iéme de la fonction f,_1. Or, on a :

(7)™ = @fuca (@),

Calculons alors la dérivée n + 1-iéme de cette fonction x — zf,_1(z). C’est un produit de fonctions, on
applique donc la formule de Leibniz et on obtient comme la fonction z — x a des dérivées nulles dés la
dérivée seconde :

(@f (@)™ =2/ @) + (n+ 1) £ ().

Or, on sait que

* n —1)" 1
veeR, @) = U0
On a donc
* n+1 n) \’ nl—(n+1) 1 1 1Y\ 1
mer, 10w = (1)@ = cor [P (<) e
(—1)""'16%
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Ainsi, on obtient pour tout z € R*
1 11 (_1)n+1 1 (_l)n—H 1
(@faa (@) =2 £ @) + (0 DA @) = S —eF [n+ Do+ 1= (n+ Da) = =g,
Ainsi, P(n + 1) est vraie.
e ]l résulte du principe de récurrence que

)" 1

Vn € N, Vx € R* <x”_le%>(n) =-—"¢
’ ’ anrl

Exercice 24. Montrer que la dérivée n-iéme de la fonction tan est de la forme P, o tan ou P, est un polynéme
de degré n + 1 dont on déterminera le coefficient dominant.

Correction 24. Etude de dérivées n-iémes :
1. La fonction tangente est de classe C* sur Dy = R\ {Vk € Z, g + k7m} comme quotient de fonctions C*°
dont le dénominateur ne s’annule pas.
2. Calcul de ses dérivées n-iéme :

e On montre par récurrence sur n € N la propriété
P(n): f est de classe C" sur Dy et il existe un polynoéme P, tel que : Vo € Dy, F™(z) = Py(tan ).

e Initialisation : pour n =0 :
La fonction tangente est bien continue sur Dy.
D’un coté, on a : (0 (z) = tanz et de Pautre coté, on a : Py(tan z). Il suffit donc de prendre le polynéme
Py = X qui convient bien. Ainsi, P(0) est vraie.

e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose la propriété vraie au rang n, montrons qu’elle est vraie au rang
n + 1. Par hypothéese de récurrence, on sait que la fonction tangente est de classe C" sur Dy et qu’il
existe un polynéme P, tel que

Ve € Dy, f(x)= Py(tanz).

* Cette fonction f(™ est bien dérivable sur Dy comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne
s’annule pas.

* On dérive et on obtient alors :
Vz € Dy,  f(z) = Pl(tanz) x (1 + tan’z).

Si on pose P,y1 = (1 + X?)P!. C’est bien un polynéme car 1 + X? est un polynéme, P! est un
polynoéme car c’est la dérivée d’un polynéme et la somme de deux polyndémes est un polyndme.
Ainsi, P,y1 est un polynoéme et on a bien

Ve e Dy,  f(z) = Poyi(tanz).

% Cette fonction f("+1) est bien continue sur Dy et donc f est bien de classe C"*! sur Dy.

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que la dérivée n-iéme de la fonction tangente est bien
de la forme P, o tan avec P,, polynéme.

3. Degré et coefficient dominant de P, :
e Le calcul des premiers polynémes de la suite donne : Py = X, P, = X2+ 1, P, = 2X° +2X, P3 =
31X4 4+ 6X2.
e Ainsi on peut conjecturer que deg P, = n + 1 et a, = n! avec a,, coefficient dominant de P,.

* On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n) : deg P, =n+1, a, =nl.
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* Initialisation : pour n =0 :on avuque Py = X doncona:degPp=1=0+1¢et aqp=1=0.
Donc P(0) est vraie.

* Hérédité : soit n € N fixé, on suppose vraie la propriété & 'ordre n, montrons qu’elle est vraie a
I'ordre n + 1. Par hypothése de récurrence, on sait que : P, = n!X" ™! + T avec T € R,[X]. De
plus, on sait que P41 = (1 + X2)P/, donc on obtient que : P11 = (1 + X?)((n+ D)IX" +T") =
(n+ DIX"2 4 Ravec R= (n+ 1)!X" + (14 X?)T'. Et R € R,,+1[X] par propriété sur le degré
d’une dérivée, d’un produit et d’une somme de polynémes. Ainsi on a bien que : deg P11 =n + 2
et ant+1 = (n+ 1)!. Donc P(n + 1) est vraie.

* Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N : deg P,, = n+1 et le coefficient
dominant de P, est n!.

1 P (x
Exercice 25. Montrer que la dérivée n-iéme de la fonction z — ——— est de la forme z — n(2) ou P,

1+ 22 (1 4 z2)ntl’
est un polynéme de degré n dont on déterminera le coefficient dominant.

Correction 25. FEtude de dérivées n-iémes :

1
1. La fonction f : x +— T3 22 est de classe C* sur R comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne
T
s’annule pas.
2. e Montrons par récurrence sur n € N la propriété
P(n): fest de classe C" sur R et il existe un polynome P, tel que V& e R, f™(z)= N

e Initialisation : pour n =0 :

La fonction f est bien continue sur R comme fraction rationnell(e 3iont le dénominateur ne s’annule pas.
) P PQ T

D’un c6té, on a : fO)(z) = 1 22
et P(0) est vraie.

e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose que la propriété est vraie au rang n, montrons qu’elle est vraie
au rang n + 1. Par hypothése de récurrence, on sait que la fonction f est de classe C™ sur R et qu’il
existe un polynéme P, tel que

et de 'autre coté, on a : Ainsi, le polynéme Py = 1 convient

2

Py ()

VzeR, fM(z)= At 22y

* Cette fonction f(™ est bien dérivable sur R comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne
s’annule pas.

* On dérive et on obtient pour tout x € R :

_ P! (z)(1 + 22" — 225, (z)(n + 1)(1 + 22)" _ P! (x)(1+ 22) — 22(n + 1) Py (

pos= () e e

Ainsi, si on pose Pny1 = (1+ X2)P, —2X(n+ 1)P,, on a bien que P, 1 est un polynéme comme
produit et somme de polynéme et on a bien que

Pri1(x)

Vo eR, frt(z) = At a2t

* Cette fonction f(1) est bien continue sur R et donc f est bien de classe C™ ! sur R.
e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que, pour tout n € N, il existe P, polynéme tel que

P, (x)
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3. Degré et coefficient dominant de P, :
e Le calcul des premiers polynomes de la suite donne : Py = 1, P, = —2X, P = 6X%2—2, Py = —24X34T.
e Ainsi on peut conjecturer que deg P, = n et a, = (—1)"(n + 1)! avec a,, coefficient dominant de P,,.
* On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n) : deg P, = n, an, = (—1)"(n+ 1)!.
* Initialisation : pour n =0 : on a vu que Py = 1 donc on a : deg Py = 0 et ag = 1 = (—1)°1!. Donc
P(0) est vraie.
* Hérédité : soit n € N fixé, on suppose vraie la propriété a 'ordre n, montrons qu’elle est vraie a
lordre n+1. Par hypothése de récurrence, on sait que : P, = (—1)"(n+1)!X"+T avec T € R,,_1[X].
De plus, on sait que P41 = (1 + X?)P, — 2X(n + 1)P, donc on obtient que : P,11 = (1 +
X)) ((=)"n(n+1)IX" 14T —2X (n4+1) (=) (n+ 1) X"+T) = [(-=1)"(n + )!(—n — 2)] X"+ R
avec R = (—=1)"n(n+1)!X" 1+ (1+ X?)T' —2X (n+ 1)T. Et R € R,,[X] par propriété sur le degré
d’une dérivée, d’un produit et d’une somme de polynémes. Ainsi on a bien que : deg P41 =n+1
et apr1 = (—1)""(n +2)!. Donc P(n + 1) est vraie.
* Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N : deg P, = n et le coefficient
dominant de P, est (—1)"(n + 1)
1

cosx

Exercice 26. Soit la fonction f définie sur }—g, g { par : f(z) =
1. Calculer f’ et f”.

T
2. Montrer par récurrence l'existence, pour tout n € N, d’'un polynéme P, tel que, pour tout x € }—5, 5[ :
f(n)(,f[j) _ Pn(sma:) '
(cos z)ntl

: /
Trouver une relation entre P11, P, et P;.

3. Déterminer le mondéme de plus haut degré de P,.

Correction 26. FEtude de dérivées n-iémes :

1. La fonction f est de classe C*° sur I =] — g, g[ comme quotient dont le dénominateur ne s’annule pas de
fonction C*°. De plus, le calcul donne
: 3 i a2 202
sin x cos’ (z) + 2sin” (z) cos () 1+ sin” (x)
veel, fl(z)= t @ (z) = -
vel, f() cos? x ¢ /o) cos* (x) cos3 ()

en divisant tout par cos x qui pouvait étre mis en facteur au numérateur et en utilisant le fait que : cos? (z) =
1 — sin? (z).

2. e On montre par récurrence sur n € N la propriété

P, (sinx
P(n): f est de classe C" sur I et 3P, polynome tel que Vz € I, f™(z) = M
(cos z)ntl
e Initialisation : pour n =0 :
La fonction f est bien continue sur R comme quotient dont le dénominateur ne s’annule pas.
Po(z)

COST

1
D’un c6té, on a : f(o) (z) = ﬁ et de 'autre c6té, on a : . Ainsi, si on pose Py = 1, ce polynome
cos

convient et P(0) est vraie.
e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose la propriété vraie au rang n, montrons qu’elle est vraie au rang
n -+ 1. Par hypothése de récurrence, on sait que la fonction f est de classe C" sur I et qu’il existe un

polynéme P, tel que
P, (sinx)

veel, fM™()= (eos (2]
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* Cette fonction f( est bien dérivable sur I comme quotient dont le dénominateur ne s’annule pas.

* On dérive f( et on obtient pour tout € I :

P! (sinz)cosx x cos" ™tz — (n + 1)P,(sin x) cos” (z)(— sin x)
cos2n+2 o

f(n+1) (q:)

cos" x (P} (sinz) cos? (x) + (n + 1) P, (sin z) sin )
cos2" 2 ()

P! (sinz)(1 —sin?x) + (n + 1)P,(sinz) sinz
cos"t2 '

Ainsi, si on pose
Poy1=(1—-XHP + (n+1)XP,,
P,,+1 est bien un polynéme comme somme de polyndmes.
* Cette fonction f("+1) est bien continue sur I et donc f est bien de classe C"*! sur 1.

Ainsi P(n + 1) est vraie.
e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que

P,(z)

Voel, fM(z)= (cos )i

3. Degré et coefficient dominant de P, :
e Le calcul des premiers polynomes de la suite donne : Py =1, P, =X, P, = X2 +1, P = X3 +5X.
e Ainsi on peut conjecturer que deg P, = n et a, = 1 avec a, coefficient dominant de P,.
* On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n) : deg P, =n, a, = 1.
* Initialisation : pour n =0 : on a vu que Py = 1 donc on a : deg Py = 0 et ag = 1. Donc P(0) est
vraie.
* Hérédité : soit n € N fixé, on suppose vraie la propriété a 'ordre n, montrons qu’elle est vraie &
lordre n + 1. Par hypothése de récurrence, on sait que : P, = X" 4+ T avec T € R,,_1[X]. De plus,
on sait que P11 = (1 — X?)P. + (n + 1)X P, donc on obtient que : P11 = (1 + X?)(nX"! +
TY+n+DX(X"+T)=X""'+ Ravec R=nX""1+ (1 - X)T' + (n+1)XT. Et R € R,[X]
par propriété sur le degré d’une dérivée, d’'un produit et d’une somme de polyndomes. Ainsi on a
bien que : deg P11 =n+1 et ap41 = 1. Donc P(n + 1) est vraie.
* Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N : deg P,, = n et le coefficient
dominant de P, est 1.

Exercice 27. Soit la fonction f: | — 1,1[— R définie pour tout = réel par f(z) =

V1—a2
1. Calculer f’ et f”.

P ()
(1—a2) /1 — 22

2. Montrer par récurrence que la dérivée n-ieme est de la forme f(%) (x) = ol P, est un

polynome. Donner une relation (R) entre P11, P, et P..
3. Montrer que P,, est une fonction paire si n est pair et une fonction impaire si n est impair.
4. Montrer par récurrence en utilisant la relation (R) que P! = n?P,_1.

5. En déduire que les polyndémes P, vérifient pour tout entier n > 1 la relation de récurrence suivante
Py =0@2n+1D)XP, +n*(1 - X3)P,_1.

Correction 27. FEtude de dérivées n-iémes :
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1. La fonction f est de classe C* sur [ =] —1, 1[ comme composée et quotient dont le dénominateur ne s’annule
pas de fonctions C*°. Le calcul des dérivées successives donnent

T —224+3x+1
Vo € 1, () = et @) (z) = .
f@) (1—22)vV1—a? fo@) (1 —22)2v1 — 22
2. e On montre par récurrence sur n € N la propriété
P
P(n) : f est de classe C" sur I et 3P, polyndme tel que Vz € I, f(”) (z) = n(z)

(1 —22)ny/1— 22
e Initialisation : pour n =0 :
La fonction f est bien continue sur R comme quotient dont le dénominateur ne s’annule pas.
1 P P
D'un coté, on a : fO(z) = ——— 0(2) _ P
V1 — 22

et de 'autre coté, on a : =
’ (1 — 22)0/1 — 22 V1 — 22
on pose Py =1 qui est bien un polynéme, P(0) est vraie.

. Ainsi, si

e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose la propriété vraie au rang n, montrons qu’elle est vraie au rang
n + 1. Par hypothése de récurrence, on sait que la fonction f est de classe C™ sur I et qu’il existe un
polynéme P, tel que

(n) — —
el ) = T T (e

* Cette fonction f(™ est bien dérivable sur I comme quotient dont le dénominateur ne s’annule pas.
* On dérive cette expression pour obtenir f ("+1) et on trouve pour tout z € I :

Py(@)(1 = a®)" 2 — Py(a) x (=22) (n + §) (1 — a?)"
(1 — z2)2nt1
Pl(z)(1 — 2%) + (2n + 1)z P, ()

(1 o x2)2n+17(n7%)

f(n+1)(x)

Pl (x)(1 —2%) + (2n + 1)z P,(x)
(1 — x2)n+l, /1 — 22 ’

On pose | Pyi1 = (1 — X?)P! + (2n+ 1) X P, | (relation (R)) qui est bien un polynéme comme
somme de polynémes.

* Cette fonction f("*1) est bien continue sur I et donc f est bien de classe C™"t1 sur 1.

Et ainsi P(n + 1) est vraie.
e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que, pour tout n € N, il existe un polynoéme P, tel que
P ()
(1 —22)"/1 — 22

3. Montrons par récurrence sur n € N la propriété : H(n) : Pa, est une fonction paire et Pa,11 est une fonction
impaire.

veel, [fM(z)=

e Initialisation : pour n = 0. On a bien Py = 1 qui est une fonction paire, et P; = X qui est une fonction
impaire. Donc H(0) est vraie.

e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose la propriété vraie au rang n, montrons qu’elle est vraie au rang
n + 1. Par hypothése de récurrence, on sait que Ps, est paire et Ps,4+1 est impaire. Donc Pgln est une
fonction impaire et Py, est une fonction paire . De plus, pour tout 2 € I, d’aprés la relation (R) :

Pania(=2) = (1= (=2)%) Py (@) +(4n+1)(=2) Panr1 (=) = (1-2°) Py, 1 (2)+(4n+1)a Pong1 (2) = Ponga(2)
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car Py, 1 est impaire et Py, est paire. De méme :
Ponss(—x) = (1=(=2)*) Py yo(2) +(4n+3) (—2) Ponga(—) = —(1=2%) Py, ()~ (4n+3)2 Pon 42 () = —Pany3(x)

car Pay,10 est paire et Pén 19 est impaire. Ainsi, on a Py,49 paire et Pa,y3 impaire, et H(n+1) est vraie.
Il résulte du principe de récurrence que, pour tout n € N, H(n) est vraie.
4. Montrons par récurrence sur n € N* la propriété : H(n) : P! =n?P,_1.

e Initialisation : pour n = 1. On a d’une part P{ = X’ = 1 et d’autre part 12Py = 12 x 1 = 1 donc
P = 12Py. Donc H(1) est vraie.

e Hérédité : soit n € N* fixé. On suppose la propriété vraie au rang n, montrons qu’elle est vraie au rang
n + 1. D’aprés la question 2), on a : Pyy1 = (1 — X2)P! 4+ (2n + 1) X P,. Donc on a :

P, =-2XP,+(1-X*)P!+(2n+1)P, + (2n+1)XP,.
Or par hypothése de récurrence, on sait que P, = n?P,_1, donc P/ =n?P’ ;. On a donc :
Py = —2Xn?Py g+ (11— X)n?P._ +(2n+1)P, + (2n+1)Xn2P,_;
= n%(—2XP, 1+ (1 —-X)P,  +(2n+1)XP,_ 1)+ (2n+1)P,
= n}2(1-X?P _  +2n—1)XP,_1)+(2n+1)P,
= n’P, + (2n + 1) P, d’aprés la relation entre P, et P,_;
= (n+1)2%P,.

Donc Hj, 41 est vraie.
I1 résulte du principe de récurrence que, pour tout n € N*, H(n) est vraie.

5. On remplace dans la relation (R) P’ par n?P,_1 et on obtient :

Pop1=(1—=X*n*Py 1+ (2n+1)XP,,

soit exactement : | P11 = (2n 4+ 1)X P, + n?(1 — X?)P,_1|.
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