Correction TD 14 : Polynémes

I Opérations sur les polynémes

Exercice 1. Onpose P=X?+3X,Q=X?>+X+1,5=X>-1.
1. Calculer P%, P — Q et P? — Q2.
2. Calculer P(X +1).
3. Calculer So f avec f : t > cos(t).

Correction 1.
1. Les calculs donnent P2 = X4 4+6X2+9X%2 P—-Q =2X —1, P2 - Q? =4X3+6X?% - 2X — 1.
2. On obtient P(X +1) = X? 4+ 5X + 4.
3. Sof:tr —sin?(t).

2n

Exercice 2. Développer le polynéme suivant : Q = (X3 + X2 + X + 1) Z(fl)ka.
k=0
2n
Correction 2. On développe @ = (X®+ X2+ X +1) 3" (—=1)*X* et on obtient :
k=0

2n 2n 2n 2n

Q= Y (—DEXEF 4 S (—1)kXE+F2 1 5™ ()P Xk 4 357 (—1)FX*. On fait alors des changements de variable
k=0 k=0 k=0 k=0

dans les trois premiéres sommes et les indices de sommation étant muets, on obtient :

2n+4-3 2n4-2 2n+41 2n

Q=— > (—DFXF 4+ S (-DEXF — 3 (=1D)FXF + S (~1)*X*. En utilisant alors la relation de Chasles, on
k=3 k=2 k=1 k=0

obtient : Q@ = X3 4 X2+l £ X2 4 1. On a utilisé aussi le fait que : (—=1)%73 = (=1)2"+3 = (—1)%~1 =

(_1)2n+1 — (_1>3 — (_1)1 = —1 et (_1)2k72 — (_1)2n+2 — (_1)% — (—1)2" — (_1)2 — (_1)0 - 1.

n
Exercice 3. Simplifier le polynéme R = Z (Z) 3k(1 — x)3n2k xk,
k=0

Correction 3. On cherche a faire apparaitre la formule du binéme de Newton. On a :

n n

R=Y" <Z> 3h(1— X3k xh =% <Z> (BX)F[(1 - X))} k(1 - X)*

k=0 k=0

car [(1— X)3"F(1 — X)¥ = (1 — X)3=3k(1 — X)¥ = (1 — X)?>"=2¥, On obtient alors :

R=3 ()0 - 0 - X
k=0

et sous cette forme on reconnait la formule du binéme de Newton. Ainsi on obtient : R = (3X (1 — X) + (1 — X)3)",

soit : | R=(1—-X)"(X?2+X+1)"|

Exercice 4. Calculer P(Q) et Q(P) avec P = X? —3X +1et Q = X? —3X + 2.

Correction 4. Les calculs donnent : P(Q) = Q? —3Q+1 = X*-6X3+10X?2-3X ~1let Q(P) = P?-3P+2 =
X*—6X%4+8X?+2X.
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II Degré et coefficients

Exercice 5. Dans les deux cas suivants, déterminer tous les polynémes P vérifiant les conditions indiquées
1. deg(P)=3et P(1) =4, P(—1)=0, P(—2) = -5, P(2) =15.
2. deg(P) <2et P? = X4+ 2X3 - 3X%2 —4X +4.

Correction 5.

1. On sait donc que P est de degré 3 et que -1 est racine de P. Ainsi P est de la forme P = (X +1)(aX?+bX +c).
Puis on utilise le fait que : P(1) = 4, P(—2) = —5 et P(2) = 15. Ces trois conditions permettent d’obtenir
a+b+c = 2

le systéme suivant : 4a —2b+c¢ = 5 . La résolution donne : a =1, b = 0 et ¢ = 1. On a donc ainsi

4da+2b+c = 5
entierement déterminé P : | P = (X +1)(X%2+1)|.

2. Comme deg P < 2, on cherche P sous la forme : P = aX? + bX + c. Les calculs donnent : P? = a?X* +
2ab X3+ (b%+2ac) X2 +2bcX +c?. Puis par unicité des coefficients d'un polynéme, on doit résoudre le systéme

(a? = 1
ab = 1
suivant : b>+2ac = -3 .Commea? =1, ona:a=—1oua=1 Deméme comme ¢*> =4, on a :
be = -2
c? = 4
¢ = —2 ou ¢ = 2. Etudions les 4 possibilités que 'on a :
esia=1letc=2:commeab=1,o0na:b=1. Mais comme bc = —2, b = —1 : impossible.
esia=—1letc=—2:commeab=1,o0na:b=—1. Mais comme bc = —2, b = 1 : impossible.
esia=1letc=—2:commeab=1,ona:b=1etainsi bc = —2. Et on a aussi alors b> + 2ac = —3.

esia=—1etc=2:b= —1 vérifie bien ab= 1, bc = —2 et b> + 2ac = —3.

Ainsi il y a deux solutions qui sont : |P = —-X2 — X +2et P= X%+ X — 2‘.

Exercice 6. Déterminer le degré et le coefficient dominant des polynoémes suivants ot n désigne un entier
strictement positif et P un polynéme de degré n et de coefficient dominant a,, # 0.

Lo (X*+1)3 3. P2—P+1
2. (X +1)"— (X —1)" 4. Q=P(X+1)-P
5. znj Pk,
k=0

Correction 6.

1. Ona: (X*+1)3 = P(Q) avec P = X3 et Q = X* 4 1. Ainsi par propriété sur le degré d’une composée
de polyndémes, on obtient que deg (X*+1)3 = 12. De plus, en développant avec le bindme de Newton, on
obtient que le coefficient dominant est 1.

2. On pose P = (X +1)" — (X —1)" = Q — R. Par propriété sur le degré d’'une somme de polynémes de
méme degré, on sait que deg P < deg(, & savoir : deg P < n. Pour connaitre exactement son degré, il
faut regarder les termes de plus haut degré dans @ et R et regarder s’ils s’annulent. Par le binéme de

n n
Newton, on sait que : Q) = Z <Z> Xk et R = Z (Z) (—1)”_ka. On commence par regarder les termes
k=0 k=0
en X" et on obtient : P = <n> X" — <n>(—1)0X” + T avec T € R,_1[X]. Ainsi les termes devant X"
n n
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s’annulent et donc degP < n — 1. On regarde donc maintenant les termes devant X"~ ! et on obtient

P = ( n 1>X'n,—1 B ( n 1> (71)1Xn—1 +T =2nX" ' 4+ T avec T € R—2[X]. Comme 2n # 0, on vient
n— n—

de démontrer que ‘degP =n — 1 et son coefficient dominant est 2n |.

Par propriété sur le degré d’une composée, on sait que deg P? = 2n et par propriété sur le degré d’une somme,
on a : deg (P +1) < n. Comme 2n # n car n € N*, par propriété sur le degré d’une somme de polynoémes
de degré différents, on obtient que : |deg (P? + P 4 1) = 2n|. Et si a, est le coefficient dominant de P, alors

a2 est le coefficient dominant de P2 + P + 1| car a2 est le coefficient dominant de P2.

. Par propriété sur le degré d’une composée de polynémes, on sait que deg P(X + 1) = deg P. Puis par propriété

sur le degré d’une somme de polynémes de méme degré, on obtient que : deg @ < deg P. Etudions les termes
en X" pour savoir s’ils s’annulent ou pas. On a : P = a, X" + T avec T € R,,_1[X]. Ainsi, on obtient que :
Q=a,(X+1D)"+T(X+1)—ap X" —T = a, X" — a, X" + R avec R € R,,_1[X] en utilisant le bin6me
de Newton afin de développer le terme en (X + 1)". Ainsi, on obtient que @ = R et ainsi deg@ < n — 1.
Il faut donc alors regarder les termes en X™~!. Toujours en utilisant le binéme de Newton et le fait que
P=a,X"+ap_1X" 1 +T avec T € R,,_3[X], on obtient que : Q = a,(X +1)" +an_1(X +1)" 1+ T(X +
D=anX"—an 1 X" ' =T =an(," ) X" ' +ap 1 X" +T(X+1)—a, 1 X" ' =T = na, X" '+ Ravec R €

n—

Ry—2[X]. Comme a, # 0 et n € N*, on a que : ’nan # 0 et ainsi degQQ = n — 1 de coefficient dominant na,, ‘

Par propriété sur le degré d’une dérivée, on sait que : deg P*%) = deg P — k si k < deg P ce qui est le cas
car la somme va de k = 0 & k = n = deg P. Ainsi, on doit trouver le degré d’une somme de polynoémes
de degré tous différents, et par propriété, on sait alors que le degré correspond au maximum et ainsi on a :
n
deg (Z P(k)> = deg P(O) = deg P = n. Et le coefficient dominant correspond donc au coefficient dominant
k=0
de PO = P a savoir a,.

Exercice 7. Soient les polynémes P = X? — X + 1 et Q = X3 — X. Pour tout entier n > 1, on définit par
récurrence les polyndémes P, par

1
2
3
4

{ P=P

Pn+1 = XPn(Q) + 2QPn
Calculer P;.

Calculer les degrés de P» et de Ps.

Déterminer pour tout entier n € N le degré de P,.

Déterminer le coefficient dominant de P,.

Correction 7.

1.
2.

3.

Les calculs donnent : Py = XP(Q) +2Q x P = X" —5X*+3X3 +3X2%2 - X.

On a donc deg P, = 7 et en utilisant les propriétés sur le degré d’un produit et d’une composée de polyndmes,
on obtient : deg P3 = 22.

e Comme on n’arrive pas a conjecturer directement 1’expression du degré de P,,, on va obtenir une relation
de récurrence en utilisant la relation de récurrence qui définit la suite des polynémes. On note d,, =
deg P,,. On sait que : P11 = XP,(Q) + 2QP,. Par propriété sur le degré d’un produit de polyndmes,
on sait que : deg QP,, = 3+ d,,. De méme, par propriété sur le degré d’'une composée et d’un produit de
polynémes, on obtient que : deg X P,,(Q) = 3d,, + 1. Comme 3d,, + 1 > 3+ d,, dés que d,, > 1 ce qui est
toujours le cas (car les degrés sont de plus en plus grands et le degré de P; est 2), on a par propriété
sur le degré d’une somme de polynémes dont les degrés sont différents : deg P11 = 3d, + 1, & savoir :

dn+1 = 3d, + 1.
e On reconnait donc une suite arithmético-géométrique de premier terme d; = 2 et dont la relation de
1
récurrence est : d,4+1 = 3d, + 1. Les calculs donnent que pour tout n € N : |d, =7 x 3n—1 _ 3|
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4. Les calculs faits pour P, et P3 permettent de conjecturer que le coefficient dominant est 1. On le montre par
récurrence en utilisant la relation de récurrence qui définit la suite des polynémes. A faire.
Ph=1 P=X
Exercice 8. On définit une suite de polynémes (P, )nen par :

X2
VTLGN, Pn+2:XPn+1+<14>Pn

1. Calculer P, et Ps.
2. Démontrer que, pour tout n € N, P, est de degré inférieur ou égal a n.
3. Pour tout n € N, on note a,, le coefficient d’indice n de P,.

(a) Donner les valeurs de ag, a1, as et as.

(b) Montrer que : Vn € N, apio = apt1 — n.

En déduire une expression de a, en fonction de n pour tout n € N puis le degré du polynéme P,.

Correction 8.
3 1
1. On obtient P, = ZX2 +let Py= 5X3 +2X.

2. Montrons par recurrence double la propriété H, : deg(P,) < n.
e Initialisation : On a deg(FPy) =0 <0 et et deg(Py) =1 <1, donc Hp et H; sont vraies.
e Hérédité : Soit n € N fixé, on suppose H,, et H, 1 vraies, montrons que H, o est vraie.
D’aprés H,, et Hyy1, et peut écrirte P, = a, X" + R et Pyi1 = ap1 X" + 5 avec R € R,,_1[X] et
S € R,[X]. Donc on obtient, par définition de la suite :

X2
Prio = X(apa X" +59)+ <1 - T(G”Xn + R>

n X2
= (anar = ) X2 4 XS 4 0 X QR.

Or par somme et produit de polynémes, on a deg(XS) < 1+n =n+1, deg(a, X") = n et deg(X%R) <
24+ mn —1=mn+ 1. Donc finalement le degré de P, 12 est inférieur ou égal & n + 2, et le coefficient de

a . .
X2 vaut On+2 = Qpt1 — Zn (ce coefficient pourrait s’annuler).

Par principe de récurrence, on a donc |deg(P,) < n|.

3 1
3. (a) D’apreés les calculs précédents, on a|ag = 1,a1 = 1,a9 = 7 as = 3|
a
(b) D’apreés la question 2), on a bien a2 = ap41 — Zn
On en déduit que (an)nen est une suite récurrente linéaire double. On calcule alors son terme général
1
grace a la méthode vue en cours, et on obtient | a, = (1 + n)2—n . On en déduit que le coefficient d’indice

n est non nul, donc ‘ P, est bien de degré n ‘

Exercice 9. Soit n € N*.

1. Exprimer de deux fagons différentes le coefficient de X" dans le polynoéme : P = (1 4+ X)™(1 + X)".
n 2
n
2. En déduire I’ ion d :
n déduire I'expression de Z < k)
k=0
Correction 9.
1. e On peut par exemple remarquer que P = (X + 1)2" et on peut alors utiliser le binéme de Newton qui

2n

2

nous donne : P = Z < ]? > X*. Ainsi le coefficient devant X" vaut (27?)
k=0
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e Mais on peut aussi voir P comme le produit (X + 1) x (X + 1)" et en utilisant encore le binéme de
Newton, on obtient :

SRS AR

J=0

() e e (e L W

On cherche alors & développer ces deux sommes et & regarder quels sont les termes qui vont faire
apparaitre du X" : le X° de la premiére somme doit étre multiplié avec du X" de la deuxiéme somme,
le X de la premiére somme avec du X"~ ! de la deuxiéme somme, ..., le X! de la premiére somme
avec le X de la deuxiéme somme et enfin le X™ de la premiére somme avec le X° de la deuxiéme somme.
Donc pour tout k € [0,n], le X* de la premiére somme doit étre multipli¢ avec le X™ % de la de la

n
n n
deuxiéme somme. Ainsi, cela nous donne : g < k‘> < k‘> qui est le terme qui apparait devant X™.
n [R—
k=0

n
2
Par unicité des coefficients d’un polyndéme, on obtient que : E (Z) < " k) = ( n>
n— n
0

k=
n n
2. Comme, par symétrie des coefficients binomiaux, on sait que < k:> = ( k:> , 1la formule précédente devient :
n —
Zn: n\ > _(2n
k) \n)
k=0

Exercice 10. Montrer que la dérivée n-iéme de la fonction tan est de la forme P, o tan ou P, est un polyndéme
de degré n + 1 dont on déterminera le coefficient dominant.

Correction 10. Etude de dérivées n-iéme :

1. La fonction f est de classe C*° sur I =] — g, g[ comme quotient dont le dénominateur ne s’annule pas de
fonction C*°. De plus, le calcul donne
. 3 . 2 . 2
sinz cos® (x) 4+ 2sin” () cos (x) 1+ sin® ()
V S I, ! B — t (2) = —
v (z) cos? x ¢ /o) cos* (x) cos3 ()

en divisant tout par cosx qui pouvait étre mis en facteur au numérateur et en utilisant le fait que : cos? (z) =
1 — sin? ().

2. e On montre par récurrence sur n € N la propriété

P, (sinx)

P(n): f est de classe C" sur I et 3P, polynome tel que Vz € I, f(z) = (cos )"
Cos T

e Initialisation : pour n =0 :
La fonction f est bien continue sur R comme quotient dont le dénominateur ne s’annule pas.

P
D’un coté, on a: fO(z) = Bo(@)
cos

et de 'autre c6té, on a : . Ainsi, si on pose Py = 1, ce polynome

convient et P(0) est vraie.

e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose la propriété vraie au rang n, montrons qu’elle est vraie au rang
n + 1. Par hypothése de récurrence, on sait que la fonction f est de classe C™ sur I et qu’il existe un
polynéme P, tel que

P, (sinx)

veel, f™(z)= (eos (@]

* Cette fonction f (") est bien dérivable sur I comme quotient dont le dénominateur ne s’annule pas.
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* On dérive f() et on obtient pour tout z € I :

P/ (sinz)cosz x cos" ™z — (n + 1) P,(sinx) cos™ (z)(— sin )
cos?nt2

f(n+1)($)

cos™ z (P} (sinz) cos® (z) + (n + 1) Py(sinz) sinz)
cos?"t2 ()

Pl (sinz)(1 —sin®z) + (n + 1) P,(sinz) sinx
cos"t2 g '

Ainsi, si on pose
Py =1 - XHP 4+ (n+1)XP,,
P,,+1 est bien un polynéme comme somme de polyndmes.
* Cette fonction f("+1) est bien continue sur I et donc f est bien de classe ™! sur 1.
Ainsi P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que

P,(x)

Voel, f"(z)= (cosz)n 1

3. Degré et coefficient dominant de P, :
e Le calcul des premiers polynomes de la suite donne : Py =1, P, =X, P, = X2 +1, P3 = X3 4+5X.
e Ainsi on peut conjecturer que deg P, = n et a, = 1 avec a,, coefficient dominant de P,.
* On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n) : deg P, = n, a, = 1.
* Initialisation : pour n =0 : on a vu que Py = 1 donc on a : deg Py = 0 et ap = 1. Donc P(0) est
vraie.
* Hérédité : soit n € N fixé, on suppose vraie la propriété & 'ordre n, montrons qu’elle est vraie a
lordre n + 1. Par hypothése de récurrence, on sait que : P, = X" + T avec T € R,,_1[X]. De plus,
on sait que P11 = (1 — X2)P! + (n+ 1)X P, donc on obtient que : P,y; = (1 + X?)(nX"! +
TY+(n+DX(X"+T)=X""'+ Ravec R=nX""1+ (1 - X)T' + (n+1)XT. Et R € R,[X]
par propriété sur le degré d’une dérivée, d’'un produit et d’une somme de polyndémes. Ainsi on a
bien que : deg P,+1 =n+ 1 et ap41 = 1. Donc P(n + 1) est vraie.

* Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N : deg P, = n et le coefficient
dominant de P, est 1.

Exercice 11. Montrer que la dérivée n-iéme de la fonction = — est de la forme

1+ 22

P,(x)

= 1+ 22)n+1

ou P, esst un polynoéme de degré n dont on déterminera le coefficient dominant.

Correction 11. 1. On sait donc que P est de degré 3 et que -1 est racine de P. Ainsi P est de la forme

P = (X +1)(aX?+ bX + c). Puis on utilise le fait que : P(1) = 4, P(—2) = —5 et P(2) = 15. Ces trois
a+b+c = 2

conditions permettent d’obtenir le systéme suivant : 4a —2b+c = 5 . La résolution donne : a = 1,

da+2b+c = 5
b=0et c=1. On a donc ainsi entierement déterminé P : P = (X + 1)(X? + 1).
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2. Comme deg P < 2, on cherche P sous la forme : P = aX? + bX + c. Les calculs donnent : P? = a?X* +
2ab X3+ (b%+2ac) X2 +2bcX +c?. Puis par unicité des coefficients d'un polynéme, on doit résoudre le systéme

a’ =1
ab =1
suivant : b>+2ac = -3 .Commea? =1, ona:a=—1oua= 1 Deméme comme ¢*> =4, on a :
be = -2
[ 2 = 4
¢ = —2 ou ¢ = 2. Etudions les 4 possibilités que 'on a :
esia=1etc=2:commeab=1,o0na:b=1. Mais comme bc = —2, b = —1 : impossible.
esia=—1letc=—2:commeab=1,o0na:b=—1. Mais comme bc = —2, b = 1 : impossible.
esia=1letc=—2:commeab=1,ona:b=1etainsi bc = —2. Et on a aussi alors b> + 2ac = —3.

sia=—1letc=2:b=—1 vérifie bien ab =1, bc = —2 et b? + 2ac = —3.

Ainsi il y a une deux solutions qui sont : P = —X? — X +2et P= X2+ X — 2.

1
Exercice 12. Soit la fonction f définie sur | — z, E[ par : f(x) = :
2°2 cos T
1. Calculer f’ et f”.
2. Montrer par récurrence 'existence, pour tout n € N, d’un polynéme P, tel que, pour tout = €] — g, g[ :
o (2) = P, (sinx) .
(cos x)nt1
Trouver une relation entre P, 11, P, et P..
3. Déterminer le mondéme de plus haut degré de P,.
Correction 12. 1. Voir la fiche sur les polynémes. Cela permet de montrer que pour tout n € N : deg P, = n

et son coefficient dominant est (—2)".

2. °

Calcul de Py =4X2 — 2 et P3 = —8X3 + 12X.

On note par exemple b, le coefficient constant du polynéme P,. On peut conjecturer que by, +1 = 0, par
contre, on ne trouve pas de relation simple pour bs,. On va donc faire une identification des coeflicients
constants dans la relation de récurrence afin de trouver une relation de récurrence entre boj, o et bay,.
On a : Py = XQ2 + bapia avec Q2 € Rop1[X], Pont1 = XQ1 + bany1 avec Q1 € Roy[X] et
Py, = XQ + by, avec Q € Rg,—1[X]. En remplagant dans la relation de récurrence, on obtient :
XQ2+bapt2 = —2X(XQ1+bant1) —22n+1)(XQ+b2,) = XR—2(2n+1)bg, avec R = —2X(X Q1 +
ban+1) — 2(2n + 1) X Q. Ainsi par unicité des coefficients d’un polynéme, on a : bop o = —2(2n + 1)ba,.
Si on itére la relation de récurrence : bo, o = —2(2n + 1)by, valable pour tout n € N, on obtient :

bop, = —2(2’1’L — 1)627172 = (—2)2(2n - 1)(2n - 3)b2n74 = (_2)3(2n - 1)(27”L - 3)(2n - 5)b2n*6 =
= (=2)"(2n—1)(2n —3)(2n —5)--- x 3 x 1 X by.

On a ainsi conjecturer la valeur du terme constant. Avant de faire la récurrence permettant de démontrer
cette relation, simplifions cette égalité :

Cn)x(2n—1)x(2n—2)x (2n—3) x (2n —4)...4x3x2x 1

bon = (*1)”271 (27?) < (27’L _ 2) X (Qn — 4) o4 x 2
- . (2n)! _ (=)™ x (2n)!
= (_1)22”(n><(n—1)X(n*2)><"'><2><1)_ n!
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(=)™ x (2n)!

e x On montre par récurrence sur n € N la propriété : P(n) : bey, = ' et bapy1 = 0.
n!
* Initialisation : pour n = 0, on a d'un c6té : baxg = by = 1 car Py = 1 et de 'autre coté :
—1)%(0)!
()0'() = 1. De plus, on a aussi d’un cdté : bayxor1 = by = 0 car P, = —2X et de 'autre coté :

0. Donc P(0) est vraie.
* Heérédité : soit n € N fixé, on suppose que P(n) est vraie, montrons que P(n + 1) est vraie. Par
(=1)™ x (2n)!

hypothése de récurrence, on suppose donc que by, = '
n!

(=)™ x (2n +2)!
(n+1)!

la suite des polyndmes, on a : Poyyo2 = —2X Poyp1 —2(2n+1)Pyy,. On a: Poyo = X Q2+ bapto avec

Q9 € R2n+1{X], Popy1 = XQ1+4bops1 avec Q € Rzn[X] et Py, = XQ+ by, avec ) € Rgnfl[X]. En

remplagant dans la relation de récurrence, on obtient : X Qg+ bopto = —2X (X Q1 +bapt1) —2(2n+

1)(XQ+ban) = XR—2(2n+1)ba, avec R = —2X (X Q1+ban+1)—2(2n+1) X Q. Ainsi par unicité des

et ban+1 = 0. On cherche a

montrer que by o =

et bon+s = 0. D’apres la relation de récurrence qui définit

. , . (=1)™ x (2n)! .
coefficients d’un polynome, on a : ba, 1o = —2(2n+1)ba, = —2(2n+ 1)—' par hypothése
n!
2 % (2n + 2)(2n + 1)(2n)! 2 + 2)!
de récurrence. Ainsi, on a : byyio = (—1)"! X n(;n)_ﬁ;;:' )(2n) = (- )"HW =
(=)™ x (2n 4 2)!

1) . D’aprés la relation de récurrence qui définit la suite des polynémes, on a
n !

aussi : Popys3 = —2X Popto — 2(2n + 2)P2n+1. On a: Popy3 = XQ3 + bopts avec Q3 € R2n+2[X],
Ponta = XQ2 + bany2 avec Q2 € Ropp1[X] et Popyy = XQ1 + bopy1 avec Q1 € Roy[X]. En
remplagant dans la relation de récurrence, on obtient : X Q3+ bop+3 = —2X (X Q2+ bapt2) —2(2n+
2)(XQ1 4 bant1) = XR—2(2n+ 2)bgp 11 avec R = —2X (X Q2 + bapt2) —2(2n+2) X Q1. Ainsi par

unicité des coefficients d’un polynéme, on a : boy 3 = —2(n+ 1)bop+1 = 0. Donc P(n+ 1) est vraie.

* Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N : bapr1 = 0 et by, =
(=)™ x (2n)!
n! ’

3. On peut remarquer sur Py, P> et Py ne possédent que des puissances paires et sont donc des fonctions paires
tandis que P, P3 ne possédent que des puissances impaires et sont donc des fonctions impaires. On peut
donc conjecturer que Ps, est une fonction paire tandis que Ps,11 est une fonction impaire.

e On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n) : P, est une fonction paire et P41 est une fonction ir

e Initialisation : pour n = 0 : on sait que Py = 1 et donc Py est bien une fonction paire. De méme, on sait
que P; = —2X et ainsi P; est bien une fonction impaire.

e Héréditeé : soit n € N fixé, on suppose que P(n) est vraie, montrons que P(n+1) est vraie. On commence
par montrer que Ps,49 est bien une fonction paire : on sait que Papi9 = —2X Pt — 2(2n + 1) Pyy,.
Comme par hypothése de récurrence, on sait que P, est une fonction paire, P», n’a donc que des
puissances paires. De méme, comme par hypothése de récurrence, on sait que Pp,41 est une fonction
impaire, Ps,41 n’a donc que des puissances impaires et ainsi —2X Ps, 11 est un polyndéme n’ayant que
des puissances paires. Donc par somme Ps, 19 n’a que des puissances paires et ainsi c’est une fonction
paire. On montre alors que Ps,43 est bien une fonction impaire : on sait que Popis = —2X Poyq0 —
2(2n+2) Pap41. Comme par hypothése de récurrence, on sait que Pa,11 est une fonction impaire, Pa,41
n’a donc que des puissances impaires. De plus, on vient de montrer que Ps,42 est une fonction paire,
Ps,, 49 n’a donc que des puissances paires et ainsi —2.X Py, 49 est un polynéme n’ayant que des puissances
impaires. Donc par somme Ps,43 n’a que des puissances impaires et ainsi c¢’est une fonction impaire.
Donc P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N, Py, est une fonction paire et
Psp, 41 est une fonction impaire.

Exercice 13. Soit la fonction f: ] — 1,1[— R définie pour tout x réel par

fz) =
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1. Calculer f’ et f”.

2. Montrer par récurrence que la dérivée n-iéme est de la forme

=i

ou P, est un polynéme.
: /
Donner une relation (R) entre P41, P, et P).
3. Montrer que P, est une fonction paire si n est un entier pair et une fonction impaire si n est un entier impaire.

4. Montrer par récurrence en utilisant la relation (R) que
P, =n*P, 1.
5. En déduire que les polynoémes P,, vérifient pour tout entier n > 1 la relation de récurrence suivante
Poi1=(2n+1)XP, +n*(1 — X*)P,_1.
Correction 13. .......
Exercice 14. Soit n € N*. Calculer la dérivée n-iéme du polynéme suivant :
P=X%*1+X)".

Correction 14. Calculons la dérivée n-iéme du polynéme suivant : P = X?2(1 + X)".

e Le polynéme P s’écrit comme le produit de deux polynémes : P = QR avec Q = X2 et R = (1 + X)".

Pour calculer la dérivée n-iéme de ce polynéme, on va donc utiliser la formule de Leibniz. On a alors :

P — 3 (1) Q¥ Rin—H),
k=0

e Calcul de Q™) : comme Q est un polynoéme de degré 2, on a : si k > 2 alors Q*) = 0. Sinon : Q¥ = Q,
Q =2X et Q¥ =2.

e Calcul de R™%) . On a : Rk —

!
n (1+ X)*si k > 0 ce qui est toujours le cas car dans la formule de

k!
Leibniz on somme pour k allant de 0 & n.
2 n
e On obtient : P = S (Z)Q(k)R(”*k) + > (Z)Q(R)R(”*k) par Chasles. Puis :
k=0 k=3
2 _
PO = 3 (MQWROD = QRO + ROV 4+ ML e pon-2)
k=0
= n!X2 4+ 2nn!X (14 X) + n!n(n;—l)(l + X)%

Exercice 15. Soit n un entier non nul. On note alors P le polynéme : P = X"(1 — X)™.

1. Calculer P,

dui S (k2 _ 2 pm) (1
2. En déduire que.kgo( n™k (%) _n!P (2 .

1 1\2\"
3. Montrer que : P = <4—<X—2)> .

4. En déduire une expression de P comme combinaison linéaire des polynomes

(x-3) (2) (o) (1)

n
A . —k (1) 2
5. En déduire la valeur de : kZ:o(_l)n ()"

Exercice 16. Soit le polynéme P = X° — X4 +3X2%2 + X — 5.
Déterminer les coefficients du polynéme P(X + 1) avec un minimum de calcul.

Correction 15. Voir??

1BIOA - Lycée Chaptal Page 9 Olivier Glorieux



III Racines d’un polynéme

Exercice 17. Trouver toutes les racines de P = X* —5X3 +7X2 —5X + 6 dans C.

Correction 16. On peut remarquer que ¢ est racine de P et comme P € R, on sait donc que —i aussi est racine
de P. On peut tout de suite remarquer que 7 n’est pas racine de P’ et donc 7 et —i sont racines simples de P. On
peut aussi remarquer que 2 est racine de P et que P’(2) # 0. Ainsi 2 est aussi racine simple de P. Ainsi on peut
factoriser P par (X +14)(X —i)(X —2) = (X2 +1)(X — 2). L’identification des polynémes donne que 3 est racine
de P et que P se factorise dans C sous la forme : ‘P = (X —9)(X+9)(X -2)(X -3) ‘ On est stir d’avoir bien
trouvé toutes les racines car on a 4 racines et P est un polyndéme de degré 4.

6
Remarque : on peut également trouver la derniére racine en utilisant : i X (—i) X 2 X x4 = (71)41, donc x4 = 3.

Exercice 18. Soit n € N*. On consideére les polynémes A = (X +1)" — (X —1)" et B = (Z Xk>

1. Calculer le degré de ces deux polynomes.

2. Déterminer les racines de ces deux polyndémes.

Correction 17.
1. (a) Dans 'exercice??? on a déja montré que : deg A =n — 1.
n
(b) Ona: B=P%avec P= Y X% On adonc: degB = 2deg P. De plus, deg P = n donc deg B = 2n.
k=0
2. (a) L’idée ici est de se ramener a la résolution d’une équation type racine n-iéme de l'unité. On a déja par
définition d’une racine d’un polynéme que : z est racine de A si et seulement si A(z) = 0 si et seulement
si(z4+1)"=(z—1)"
e Comme 1 n’est pas solution de I’équation, on peut supposer que z # 1. Ainsi, on peut bien diviser
par (z — 1)" qui est bien non nul. Ainsi, on a

(z+1)n:(z—1)”@<2+1> =le7"=1

z —

z+1

z—1

e Résolution des racines n-iémes de 1'unité (& savoir faire, cours) : on obtient aprés calculs que les
2ikm

solutions sont les Z de la forme Zy = e » , k€ [0,n—1].

1 ik
L e*n" avec k € [0,n — 1] fixé. On

en posant Z =

e On repasse alors & z et on cherche donc les z tels que :

z—1
obtient alors

1 ikm ikm ik ik ik ik
Z+1:€%<:>Z+1:627]: (z—1) & (1—625):—62: —1<:>z<62:f —1):<6%+1>.
P

Ici, il faut faire attention car on ne peut JAMAIS diviser par un nombre sans vérifier qu’il est bien
NON nul. Or on a :
2ikm 2ikm Qk

en —1=0&¢en :1<:>—7T:2k'7r<:>k:nk'
n

avec k' € Z. Or k € [0,n — 1] donc le seul k qui vérifie cela est k = 0.
* Pour k = 0, on obtient : 0 = 2 donc il n’y a pas de bolution pour k=0.

* Pour k # 0, a savoir pour k € [[1,n — 1], on sait que 1 — eIt 7é 0 et on peut donc bien diviser.
On obtient

2ikm

e n +1 ) (kﬂr)
oike . — —icot| —
en —1 n

en utilisant la méthode de ’angle moitié.

z =
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km
e Les racines de A sont donc z = —i cot <> avec k € [1,n—1]. On les bien toutes trouvées puisque
n

I'on en a n — 1 et que le polynéme est de degré n — 1.

n
(b) On a : z est racine de B si et seulement si B(z) = 0 si et seulement si > z¥ = 0. Or on reconnait
k=0
_ Zn—‘rl

1 . On remarque aussi que 1 n’est pas
—z

n 1
une somme géométrique et ainsi, on asi z #1: > 2k =
k=0

n
racine car 1¥ = n +1 # 0. Donc on peut bien supposer z # 1. Ainsi, on a : z est racine de B si et
k=0
_ - n+l

seulement si : 4, = 0 < 2" = 1. On reconnait la résolution des racines n + 1-iéme de 1'unité.
-z

2ikm . . .

Les calculs donnent : z; = en+1 avec k € [0,n]. Mais comme z # 1, on doit enlever le cas k = 0 qui

2ikm
donne 1. Ainsi les racines de B sont les complexes de la forme : z; = en+1 avec k € [1,n]. Et on a bien

trouvé toutes les racines puisque l'on en a n et que le degré de P est n.

Exercice 19. Soit n un entier non nul. Montrer que a donné est racine du polynéme et déterminer ’ordre de
multiplicité de cette racine

l.a=2et P=X°—-5X"4+7X%—-2X?4+4X -8

2.a=1et P=X?"—npX"t 4 pxn1 -1
Correction 18. On regarde si a est racine de P et ainsi a est au moins racine simple. Puis on regarde jusqu’a
quelle dérivée de P, a est-elle encore racine, ce qui donne 'ordre de multiplicité de la racine a.

1. Les calculs donnent que : P(2) =0 = P'(2) = P®(2) et P®)(2) # 0. Ainsi 2 est racine triple de P.

2. Les calculs donnent que : P(1) = 0= P'(1) = P®(1) et P® (1) # 0. Ainsi 1 est racine triple de P.

Exercice 20. Déterminer le nombre a de maniére a ce que le polynéme P = X° —aX? —aX + 1 ait —1 comme
racine au moins double.

Correction 19. Pour que —1 soit racine au moins double de P, on doit avoir : P(—1) = 0 = P’(—1). Les calculs

donnent que : P(—1) = =1 —a+a+ 1 =0 donc —1 est racine au moins simple de P sans condition sur a. On a
de plus : P’ =5X* —2aX — a. Ainsi, on obtient : P'(—1) =0 < a = —5.
Donc | —1 racine au moins double de P si et seulement si a = —5 ‘

Exercice 21. Soient n € N* et les polynémes

(X+n)(X4+n-1)(X+n—-2)...(X+1)
n!

XX+1) XX 4D (X dn-1)

P=1+X+=5, -

et Q =
1. Calculer les degrés de P et de @ ainsi que P(0) et Q(0).

2. Montrer que, pour tout i € [1,n], on a: Q(i) = " + Z>.
)

. . nofi+k—1
3. Montrer que, pour tout i € [1,n], on a: P(i) = ) .

4. En déduire que pour tout i € [0,n], on a : Qi) = P(i)
5. En déduire que P = Q.

n k.Xk—l n Xk—l n—1 Xk
Correction 20. 1. e Ona:P, =) - (=T o P,_1 en faisant le changement de
k=1 ™ el ChO e

Xn
variable j = k — 1. Ainsi, on a, en utilisant la relation de Chasles : P, — P, = P, — P,—1 = —
n!
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2.
3.
4.

IV

e On suppose par l'absurde que P, admet une racine multiple que 'on note a. Ainsi a est au moins

racine double et ainsi on doit avoir a la fois P,,(a) = 0 et P () = 0. Ainsi, on a en particulier que :
n

P,(a) = Pl(a) =0 & % =0 < a = 0. Ainsi, si « est racine multiple de P, alors forcément o = 0. Or
on remarque que : P,(0) =1 # 0. Ainsi 0 n’est pas racine de P,. Contradiction. Donc P, n’admet pas
de racine multiple.
A NE PAS FAIRE.
On a déja montré que : P, = P,_1.
e On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n) : P, est une fonction strictement positive sur R et Py,
s’annule une seule fois sur R en un réel a,, < 0 en étant négative avant et positive apres.
e Initialisation : pour n =0 :
* Py =1 et donc Py est bien strictement positive sur R.
* Pp = X 4+ 1 et donc P; s’annule en a; = —1 < 0 et P; est bien négative avant et positive aprés.
Donc P(0) est vraie.
e Hérédité : soit n € N fixé, on suppose la propriété vraie a I'ordre n, montrons qu’elle est vraie a ’ordre
n+ 1.
x Etude de Py, : on sait que Py, .5 = Py i1 et on connait par hypothése de récurrence le signe de
Py 41. On obtient ainsi le tableau de variation de Psy,42 suivant :
X Pop 11 Poppo— 000, +00—++00Poy 1 o(ar, )00

Les limites en +o0o sont obtenues par le théoréme du monéme de plus haut degré. De plus :

o2n+2 o2n+2

" ___ P ay) = —2%—— par hypothése de récurrence. Et ainsi P ay) >
(2n+ 2), + 2n+1( n) (27’L+ 2)' b yp 2n+2( n)

0 et comme Poy,y2(cv,) est le minimum global de P42, on a bien obtenu que Ps,49 est strictement

positive sur R.

P2n+2 (an) =

x Etude de Psy, 13 1 on sait que P2/n 13 = Papyo et on vient de démontrer que P42 reste toujours
strictement positive sur R. Ainsi Py,13 est strictement croissante sur R. On a ainsi que Psy,13 est
continue sur R comme fonction polynomiale, Ps,13 est strictement croissante sur R et en utili-
sant le théoréme des monoémes de plus haut degré, on sait aussi que : mli)moo Pypi3(x) = —o0 et

ligxrl Py +3(x) = +o0. Ainsi d’aprés le théroéme de la bijection, on sait qu'’il existe un unique
T—r+00

an+1 tel que Popisg(ant1) = 0. Et Pay,y3 est bien strictement négative avant et strictement positive
aprés. De plus comme P,13(0) = 1, en réappliquant le théoréme de la bijection, on obtient que :
Opt1 < 0.

Donc P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N, P(n) est vraie.

Factorisation dans R et dans C et conséquences

Exercice 22. Montrer dans chacun des cas suivants que B divise A :
1.
2.
3.

A=X%9—1et B=X3—1.
A=2X*-3X3—-X2-15X+6et B=X2-3X+1.
A=X3—iX2_X+i+5etB=X—1+1.

Correction 21. Il y a trois méthodes principales : montrer qu’il existe un polynéme P tel que A = P x B en
factorisant, utiliser les identités remarquables, ou montrer que les racines de B sont bien racines de A.

1.

On utilise I'identité remarquable : a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?) en prenant a = X3 et b = 1. On obtient
donc A= X?—1=(X3-1)(X%+ X3 +1), donc B divise A.

Autre méthode : les racines de B sont 1,j et 2. Orona 1 —1=0, -1 = (533 —-1=1%3—-1=0 et enfin
(722 —1= (53¢ -1=1%—-1=0, donc 1,5 et 52 sont bien des racines de A. Donc B divise A.
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2. Montrons qu’il existe un polynéme P de degré 2 tel que A = P x B. On cherche P sous la forme P =
aX?+bX +c. Onaalors A=P x B« 2X1-3X3 - X2 -15X +6 = (aX?+bX +¢)(X?-3X +1). Par
identification des coefficients, on obtient alors a = 2,b = 3 et ¢ = 6. Donc B divise bien A.

3. Il suffit de montrer que la seule racine de B, qui est 1 — ¢, est aussi racine de A.

Exercice 23. A quelle condition sur (a,b,c) € R? le polynéme B = X2 + X + 1 divise-t-il le polynome A =
X'+ aX?+bX +c?

Correction 22. Les racines de B sont j et j2. Pour que B divise A4, il suffit donc que j et j2 soient racines de
A, c’est-a-dire que l'on ait

{ j*4aiP+bj+c = 0 {aj2+(b+1)j+c = 0 { aj?+ (b+1)j+c = 0
= =
B +ajt+bi2+c = 0 aj +(b+1Dj2+c = 0 a(j -+ b+1)(G2-5) = 0
¢c = —a(j*+j)=—a
=
b = a—1

On en déduit que les polynomes A doivent étre de la forme A = X4 +aX? + (a — 1)X — a, avec a € R.

Exercice 24. On considére le polynéme P = X° +3X* +5X3 +5X2 +3X + 1.
1. Trouver une racine évidente de P. Montrer que j est racine de P.

2. En déduire la factorisation de P dans C et dans R.

Correction 23.
1. e Rappels des propriétés de j & connaitre : j = 62%, PP=1,14+j+42=0cet 2= e = j.
eOna:P()=42+32+52+52+3j+1=42+3j+5+52+3j+1=6(j2+;+1) =0. Ainsi j
est bien racine de P.
2. e Comme P € R, on sait aussi que j = j2 est racine de P. Regardons la multiplicité de j et j2. Ce sont
déja des racines au moins simples. De plus, on a : P/ = 5X* +12X3 + 15X2 + 10X + 3. On a alors :
P'(j) =5j + 12+ 1552 + 105 + 3 = 15(1 4 j + j2) = 0. Donc j est au moins racine double de P et donc
42 aussi. On remarque de plus que —1 est aussi racine évidente de P. Comme deg P = 5 et que l'on a
trouvé 5 racines comptées avec leur multiplicité, on sait qu’on les a toutes trouvées.
e Factorisation dans C : P = (X — )%(X — j2)%(X +1).
e Factorisation dans R: P = (X + 1)(X? + X + 1)? car (X —j)(X —j%) = (X2 + X +1).

Exercice 25. Soit n € N*. Factoriser dans C et dans R lorsque cela a un sens les polynémes suivants :

1. P=X3+1 6. P=X"—-1

2. P=(X+)"— (X —9)" 7. P=X*+4

3. P=X5-1 8. P=X°+32

4. P=X% 4+ X441 9. P=(2X —-1)"—(-2X +3)"

5, P=X4_-9X2_8 10. P=X*+3X3—-14X2 422X — 12 sachant que 7+ 1 est racine
dans C

Correction 24. On ne donne ici que des indications sur la méthode et le résultat final. On peut remarquer que
pour passer de la factorisation dans C a la factorisation dans R, on a toujours :

(X —2)(X —2)=X?— (24+2)X + 22 = X? - 2Re(2) X + |2|*.

1. e Racines complexes de P : on calcule avec la méthode habituelle les racines troisiémes de —1 = ¢*™. On
. ] i . .
obtient —1, '3, e7*3 3 racines simples.

e Factorisation dans C : |P = (X + 1)(X — eig)(X — e_lg) .
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e Factorisation dans R: |P = (X +1)(X2 - X +1)|.

2. e Racines complexes de P. On résout I’équation P(z) =0 :

* Comme ¢ n’est pas solution de ’équation, on peut supposer que z # ¢. Ainsi, on peut diviser par
(z — 7)™ qui est bien non nul. Ainsi, on a

N\ T
Z“,) —lezr=1

zZ—1

(z—i—i)":(z—i)”(:)(

zZ+1
z—1
* Résolution des racines n-iémes de 'unité : on obtient (& détailler, voir cours) que les solutions sont

les Z de la forme

en posant Z =

2ikm

Zy=en , kel0,n—1].

T avec k € [0,n — 1] fixé. On

* On repasse alors & z et on cherche donc les z tels que :

) zZ—1
obtient alors
z+1 2ikr . 2ikr . 2ikm . 2ikm | 2ikn L/ 2ikn
-=en Szti=eon (z—z)@z(l—e n )z—ze n —z@z(e n —1>:Z<€ n —i—l).
z—1

Ici, il faut faire attention car on ne peut JAMAIS diviser par un nombre sans vérifier qu’il est bien
NON nul. Or on a :

2ikm 2ikm 2k

en —1=0en =1l — =22kt k=nk
n

avec k' € Z. Or k € [0,n — 1] donc le seul k qui vérifie cela est k = 0.

* Pour k = 0, on obtient : 0 = 2¢ donc il n’y a pas de solution pour k£ = 0.
2ikm

* Pour k # 0, a savoir pour k € [1,n — 1], on sait que 1 —e * £ () et on peut donc bien diviser.

On obtient, en utilisant la méthode de ’angle moitié :

z = 2ikn

en —1 2isin(

2ikm
i (e ot 1) 24 cos (2—”) km
n
o < " )

k
* Les racines de A sont donc z = cot <F> avec k € [1,n — 1].
n

e Factorisation dans C : avant de factoriser, on doit trouver le coefficient dominant du polynéme. Pour
cela, on utilise la formule du binéme de Newton, et on sort les termes en X™ (qui se simplifient) et en
xn-t.

n

P=X+)'—(X-9)" = znj <Z> PULEDY (Z)Xk(—i)”_k

k=0 k=0

R et R

k=0

n—2
= X"+nix" 1ty Z
k=0

Ainsi, le polynome est de degré n — 1 (ce qui est cohérent puisqu’on a trouvé n — 1 racines complexes),

n—1 kx
et son coefficient dominant est 2ni. On peut donc factoriser : | P = 2ni [] (X — cot <>> .
k=1 n
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. . N " | j 2T j AT us . .
3. e Racines complexes de P : Racines 6-iémes de l'unité : —1, 1, €'3, e'3, €3, '3 : 6 racines simples

pour un polynéme de degré 6.

4m -5

e Factorisation dans C : | P = (X — 1)(X + 1)(X — €'3)(X — ei%w)(X —eB)(X —e's)|.

e Factorisation dans R : [P = (X +1)(X —1)(X2 = X +1)(X24+ X +1)| car (X — €'5)(X —¢'5) =
X2-X+let(X—eF)X—e5)=X2+X+1
4. e Racines complexes de P : il faut remarquer que : P = Q(X*) avec @ = Y2 +Y + 1. Les racines de Q

- 47
4=¢5.

sont j = 5 et §% = s Ainsi, z est racine de P si seulement si Q(z%) =0 & 24 = 5 ou 2
I1 faut donc calculer les racines quatriémes des nombres complexes 'S et 5. On obtient : €', ei%,
'S et eiF pour les racines quatriémes du nombre complexe % et ei%ﬂ, ei%ﬂ, e et eis pour les
racines quatriémes du nombre complexe ¢'5. On a ainsi bien obtenu 8 racines simples distinctes.

e Factorisation dans C :

2w T - 51 5w 11w

P=(X-e5) (X —eF)X —eT) (X —e5)(X—eB) (X —e6)(X—eF)X—ee)

e Factorisation dans R : on regroupe ensemble les racines conjuguées et on obtient :

P=(X?-X+1)(X*2+V3X+1)(X?-V3X+1)(X?+X +1)|

5. e Racines complexes de P : il faut remarquer que : P = Q(X?) avec Q = Y? — 2Y — 8. Les racines de
Q sont -2 et 4. Ainsi, z est racine de P si seulement si Q(2%) = 0 & 22 = —2 ou 2% = 4. 1l faut donc
calculer les racines seconde des nombres —2 = 2¢'™ et 4. On obtient : —2, 2, —/2i et /2i.

e Factorisation dans C : | P = (X — 2)(X + 2)(X — v2i)(X +v/2i)|.
e Factorisation dans R : | P = (X — 2)(X +2)(X%2+2)|

ik
6. e Racines complexes de P : Racines n-iémes de 'unité. On obtient z = e™n" avec k € [0,n — 1].

n—1 )
e Factorisation dans C : | P = [] <X — e ) .
k=0

e Factorisation dans R : A ne pas faire.

7. e Racines complexes de P : Racines quatriémes de -4 : \@e%, \@e%, \/§e¥ et \@e% : 4 racines
simples pour un polynéme de degré 4.

e Factorisation dans C : | P = (X — \/ie%)(X - \/ie%)(X - ﬁe%)(X — ﬂe%) .
e Factorisation dans R : | P = (X2 — 2X + 2)(X? +2X + 2)|.

. . . oo ; . ]
8. e Racines complexes de P : Racines cinquiémes du nombre —32 = 32¢'". Les racines sont : —2, 2¢'s,
;] O j LT ] 2T . . ~ ,
2e'5 , 2e'5 | 2¢'5 @ b racines simples pour un polynome de degré 5.

e Factorisation dans C : | P = (X + 2)(X — 2¢'5)(X — Zei%)(X - QGi%)(X - 26i9?7r) .

e Factorisation dans R : | P = (X + 2) <X2 — 4 cos (g)X + 4) (X2 — 4 cos <357T>X + 4) )

9. e Racines complexes de P : z est racine de P si et seulement si (2z — 1)™ = (—2z + 3)™. Le but est alors
de se ramener a la résolution des racines n-iéme de 'unité.
3 . . 3 ... . ..
* Comme 3 n’est pas solution de I’équation, on peut supposer que z # 3 Ainsi, on peut bien diviser

par (—2z + 3)™ qui est bien non nul. Ainsi, on a

2z —1

(22 —1)" = (=22 + 3)" = (M

n
> =lez"=1

2z —1

t = ———.
en posan 9,13
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* Reésolution des racines n-iémes de 'unité : on obtient que les solutions sont les Z de la forme

2ikm

Zy=¢e n , k‘G[[O,’I’L—l]].

2 —]. s
%4»3 = 62: avec k S IIO,TL — 1]] fixé.

* On repasse alors & z et on cherche donc les z tels que :

On obtient alors
2 - 1 ik ik ik ik
T M s 1=e (—2z+3)@2z(1+e%) = 3¢5 11,
—2z243
Ici, il faut faire attention car on ne peut JAMAIS diviser par un nombre sans vérifier qu’il est bien
NON nul. Or on a :

2ikm 2ikm

2k
en +1=0&en :—1<:>—7T:7T+2k/7r<:>k:g—|—nk’
n

n
avec k' € Z. Or k € [0,n — 1] donc le seul k qui pourrait vérifier cela est k = 3 Ainsi on doit
distinguer deux cas selon que n est pair ou impair :
n n
o Sin est pair alors 3 est bien un nombre entier et on doit donc prendre k # 5 si on veut diviser.

n
o Si n est impair alors 5 n’est pas un nombre entier et pour tout £ € [0,n — 1], on a bien

2ik7

en +1#0.

On peut alors finir la résolution :

. ik —ikm
36225# +1 (362n —l—l)e n
o Pour n pair, on obtient : z racine de P si et seulement si : z = S = o
(T Ao (D)

n
avec k € [0,n — 1] et k # —. On obtient ainsi n — 1 racines complexes distinctes et P est bien

un polynéme de degré n — 1 quand n est pair car le terme en X" s’annule.

o Pour n impair, on obtient : z racine de P si et seulement si: z = ST = po
2”7 +1) 4cos (77)
avec k € [0,n — 1]. On obtient ainsi n racines complexes distinctes et P est bien un polynéme
de degré n quand n est impair car le terme en X™ ne s’annule pas.

e Factorisation dans C : Il faut connaitre le coefficient dominant. On utilise pour cela le binéme de
Newton et on regarde le terme en X” pour n impair et le terme en X"~ ! pour n pair. On a : P =

n n
> (P (—1)nkakxk — S ()3 F(—2)k X Ainsi le terme en X™ est 2" — (—2)" qui s’annule bien

quand n est pair et qui vaut 271! si n est impair. Et le terme en X"~ ! vaut lorsque n est pair a savoir
n — 1 impair : —n2"~! — 3n(-2)""! = n2".

* Cas 1 :n pair:

n (362i£ﬂ + 1) eiirim
On obtient : | P =n2" ] X -
k=0, kA2 4 cos (A1)

* Cas 2 : n impair :

2ikm —ikm
3e n +1) e n

4 cos (k“)

n

(o
On obtient : | P = 27+ Im{x-
k=0

e Factorisation dans R : & ne pas faire.

10. e Racines complexes de P : On sait que 1 + ¢ est racine complexe de P. Comme P € R, on a donc aussi
que 1 — i est racine complexe de P. Ainsi P = (X — (1 +4))(X — (1 —14))Q = (X% — 2X + 2)Q avec
Q polynome de degré 2. En cherchant @ sous la forme Q = aX? + bX + ¢ et par identification des
coefficients d’un polynome, on obtient : Q = X? + 5X — 6. Le discriminant vaut A = 7 et les racines
sont 1 et —6. Ainsi on a trouvé 4 racines pour un polynéme de degré 4, on les a toutes.
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e Factorisation dans C : P = (X — 1)(X +6)(X — (1 +14))(X — (1 —1)).
e Factorisation dans R : P = (X — 1)(X +6)(X? —2X +2).
Exercice 26. Soient (a,b) € R? et le polynome P = X* +aX? +bX + 1.
1. Trouver a et b de telle sorte que 1 — 7 soit racine de P.
2. Dans ce cas, trouver toutes les autres racines complexes de P.

3. En déduire la factorisation de P dans C et dans R.

Correction 25. 1. On cherche donc a et b tels que P(1 — i) = 0. On doit donc trouver a et b tels que :
(1—i)*+a(l —1i)2+b(1 —4)+1=0. On développe et on identifie la partie réelle et la partie imaginaire qui

3 3
doivent donc étre toutes les deux nulles. On obtient que b = 3 et a = —5 Ainsi P = X* — §X +3X + 1.

2. Comme P € R et que 1 — ¢ est racine de P, on sait aussi que 1+ ¢ est racine de P et ainsi P se factorise sous
la forme : P = (X — (14+4))(X — (1 —14))(aX?+bX +¢) = (X2 - 2X +2)(aX? +bX + ¢). On développe et

1 1
on identifie et on obtient : P = (X — (14 9))(X — (1 —14))(X?% +2X + 5) Le discriminant de X2 + 2X + 5
1

vaut : A = 2 et les deux racines sont —1 + — et —1 — —.

V2 V2
3. e Factorisation dans C: P = (X — (1 +4))(X — (1 —49))(X — (-1 + \}5))<X +1+ \}5)
1

1
e Factorisation dansR: P = (X2 —2X +2)(X — (-1 4+ —))(X + 1+ —).
( X =~ (L4 o)X 14 )

Exercice 27. Soient trois scalaires (a,b,c) € K3 et le polynéme P = X3 4+ aX? + bX + c.
On suppose que u, v, w sont les trois racines complexes de P. Montrer que

u+v+w=—a uv +vw +uw =b et UVW = —C.

Correction 26. Idée : relation coefficients-racines :

On sait que P = X3 + aX? 4+ bX + ¢ et on sait aussi que u, v et w sont les racines complexes de P ainsi P se
factorise sous la forme : P = (X —u)(X —v)(X —w). Il s’agit alors de développer le produit (X —u)(X —v)(X —w)
et d’utiliser ensuite I'unicité des coefficients d’un polynéme. On obtient : (X —u)(X —v)(X —w) = X3 — (u+v +
w)X? + (uv + vw + vw) X — wvw. Ainsi par identification, on a :

ut+v+w=—a uv + uw +vw =0 UVW = —c.
Exercice 28. Polynémes de Tchebychev de deuxiéme espéce : on considére la suite de polyndémes
P=1 P =2X
{ Vn>1, Poyo=2XP,11 — Py

1. Calculer P5 et Py.
2. Soit 6 €]0,7w[ et n > 1.
(a) Montrer que sin (nf) = P,(cos (#)) sin ().
(b) Déterminer les solutions de 'équation sin (nz) = 0 sur |0, 7[.
(c) En déduire les racines de P, sur | — 1, 1[. Justifier que les n — 1 racines trouvées sont 2 & 2 distinctes.
3. Déterminer pour tout n > 1 le degré et le coefficient dominant de P,.
4. (a) Pour tout n > 1, donner la décomposition du polynéme P, dans R[X].

(b) En déduire que pour tout 6 €]0, 7],

st oo (2)

k=1
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5. Soit n > 1. Dériver deux fois par rapport a 6 la relation obtenue au 2a et en déduire que
(1-X*P!-3XP, +(n*-1)P, =0.

Correction 27.
1. Ona: Py=2XP,— Py, soit| Py = 4X2 — 1]et Py = 2X Py — Py = 2X (4X* — 1) — 2, soit | Py = 8X3 — 4X |
2. Soit 6 €]0,7[ et n > 1.

(a) Montrer que sin (nf) = P,(cos (0)) sin ().
Montrons par double récurrence sur n € N* la propriété H,, : sin (nf) = P,(cos (6)) sin (9).

e Initialisation : on a d’une part Pj(cosf)sinf =1 x sinf = sin 6, et d’autre part sin(1l x #) = sin#,
donc on a Hj vraie. De méme, on a d’une part Ps(cosf)sinf = 2cosfsinf = sin(26), et d’autre
part sin(2 x 6) = sin(26), donc on a Hy vraie.

e Hérédité : soit n € N fixé, supposons H,, et Hy, 1 vraies. Montrons que H, o est vraie. On a, par
définition de la suite (P,) :

Pyio(cos@)sind = (2cosOP,+1(cosf) — P,(cosf))sinf
= 2co0sfP,41(cosf)sin@ — P, (cosf)sinf
= 2cosfsin((n+ 1)0) — sin(nd) par hypothése de récurrence,
= sin(@+ (n+1)8) —sin(@ — (n + 1)0) —sin(nf) (formule de trigonométrie)
= sin((n+2)6).

On a donc H,42 vraie.

Par principe de récurrence, la propriété H,, est vraie pour tout n € N : ‘sin (nf) = P, (cos (0))sin (6) ‘

(b) Déterminer les solutions de I’équation sin (nz) = 0 sur ]0, 7[.

k k
On a:sin(nz) =0 & nr=kr < x:—ﬂ,aveckez. De plus, on a - €0, < ke [l,n—1].
n n

Les solutions dans |0, 7[ sont donc : {Im7 kell,n— 1]]} :
n

(¢c) En déduire les racines de P, sur | — 1,1]. Justifier que les n — 1 racines trouvées sont 2 a 2
distinctes.
On cherche a résoudre P, (z) = 0 pour x €] — 1, 1[. Or pour tout = €] — 1, 1], il existe un unique 6 €]0, 7|
tel que = cos(f). On est donc ramené a résoudre sur |0, 7| I'équation P,(cos#) = 0. Or on a montré
que sin(nf) = P, (cos ) sinf, donc comme sinf # 0 sur |0, 7|, on a sin(nfd) =0 < P,(cosf) = 0. On
doit donc résoudre :
sin(nf) =0 < 0= %”k € [n—1]

k k
d’aprés la question précédente. Or 6 = T o &= cos <F> On en déduit que les racines de P, sur
n n

k
] — 1,1[ sont données par : {cos <§> Jkel,n— 1]]} !

T
Ces n—1 racines sont bien distinctes 2 a 2 car les — sont des réels 2 a 2 distincts de 0, [, et la fonction
n
cosinus est strictement croissante sur cet intervalle.

3. Déterminer pour tout n > 1 le degré et le coefficient dominant de P,.
Montrons par double récurrence sur n € N* la propriété suivante : H, : P, est un polynéme de degré n — 1
et de coefficient dominant 271,
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e Initialisation : on a P; = 1, qui est bien un polynéme de degré 0 et de coefficient dominant 2° = 1. De
méme, Py = 2X est un polynéme de degré 1 et de coefficient dominant 2! = 2.

e Hérédité : soit n € N* fixé, supposons H, et H,11 vraies. Montrons que H, 2 est vraie. On a
Pn+2 = 2Xpn+1 - Pn;

donc P42 est un polyndéme comme produit et somme de polynémes. De plus, par hypothése de récur-
rence, il existe @ (respectivement R de degré inférieur ou égal a n — 1 (respectivement n — 2) tels que
Poi1 =2"X"4+Qet P, =2""'X""1 L+ R Doncon a

Poio =2X(2"X" + Q) - 2" 1x" ! _ R,

soit

Pn+2 — 2TL+1X7L+1 + S
avec S = 2XQ — 2" 'X""! — R un polynéme de degré inférieur ou égal & n. Donc P, est bien de
degré n + 1 et de coefficient dominant égal a 2”1, et H, 5 est démontrée.

Par principe de récurrence, la propriété H, est vraie pour tout n € N* :| P,, est un polynéme de degré n — 1 et de co

4. (a) Pour tout n > 1, donner la décomposition du polynéme P, dans R[X].
D’aprés les questions précédentes, on sait que P, est de degré n — 1, et on a trouvé n — 1 racines a la
question 2). Ce sont donc les seules. Comme de plus le coefficient dominant de P, est 2"~!, on peut

factoriser P, de la fagon suivante :
n—1 kn
P, =21 kl_Il <X — €oS (n)) )

. n—1
0 k
(b) En déduire que pour tout 0 €0, 7|, SSIIIL(Z;)) —on-1 kl_Il (cos (0) — cos <§>> .
. sin(nf) ., . o
Comme 6 €]0, 7|, on a sinf # 0, donc on a P,(cosf) = — . D’apreés la factorisation de Py, on a
sin

donc bien :

5. Soit n > 1. Dériver deux fois par rapport a 6 la relation obtenue au 2a et en déduire que :
(1-X%P!-3XP,+ (n*-1)P, =0.
On sait que pour tout 6 €]0, 7], on a : sin(nf) = P,(cos (f))sin (#). Tous les membres de cette équation
sont dérivables sur |0, 77[ comme composées et sommes de fonctions dérivables. On peut donc dériver cette
équation :

ncos(nf) = —sin@P!(cos)sinb + P,(cosh)cosb
= —sin?(0) P’ (cos ) + cos 0P, (cos 6)

On obtient & nouveau des expressions dérivables comme composées et sommes de fonctions dérivables, donc
on dérive & nouveau :

—n?sin(nf) = P, (cosf)sin®(f) — 2cosfsinOP (cosf) — sin b cos O P’ (cos §) — sin OP,,(cos )
= P, (cosf)sin’(8) — 3 cos B sin AP/ (cosd) — sin §P,(cos 0)
Or on a sinf # 0 sur |0, w[, donc on peut diviser I’équation précédente par sin@ :

/7

P, (cos ) sin(0) — 3cos OP! (cosf) — Py(cosh) +n

n

gsin(nf) 0

sin 6
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sin(nf)
sin 6

De plus, on a sin?(f) = 1 — cos?(f), et on a montré que = P, (cos#) pour tout 6 €]0, [, donc on a :

P (cos 0)(1 — cos*(0)) — 3cos 0P (cos0) 4 (n? — 1) P, (cos§) = 0.
En posant x = cos#, on a donc montré que pour tout €] — 1,1], on a :

1

P

n

(z)(1 — 2?) = 3z P! (x) + (n* — 1) Py(z) = 0.

Le polynéme (1 — X?)P” — 3X P! + (n* — 1) P, admet donc une infinité de racines : c¢’est donc le polynome
nul, et on a bien : | (1 — X2)P” —3XP! 4+ (n®> —1)P, |.

Exercice 29. Soit n > 2, on pose P = (X +1)" — 1.
1. Déterminer toutes les racines de P dans C et en déduire la factorisation de P dans C.

2. On note Q le polynome de C tel que : P = X@Q. A l'aide des racines de @, déterminer la valeur de :

Correction 28.

1. On cherche les racines complexes, soi z € C tel que :

Ok k ke
P(z):0<:>(z+1)":1<:)2+1:el% & z = 2isin <7r>elkn, avec k € [0,n — 1].
n

On a utilisé en particulier I'expression des racines n-iémes de I'unité et la méthode de ’angle moitié. Comme
le coefficient dominant de P vaut 1, on en déduit la factorisation suivante :

n—1
kJT(' -k
P= X —2isin | — ) et

2. % En prenant k£ = 0, on remarque que 0 est racine de P, et que P se factorise sous la forme
nl km k
P=x1]] <X — 2isin <> ezn> = XQ,
k=0 "

k ko
et les racines de @) sont donc : 2isin <F> el avec k € [1,n—1].
n

On en déduit que le produit des racines de @) vaut :

n—1 ‘
B = H 2i sin (kﬂ>eikr:r = i)l (et =) o 4

irn(n—1)

= v l)nleT o x A

— ol x4

= 27710 E) T x A = 2 (=M AL
* De plus, en utilisant la formule du binéme de Newton, on obtient que :

P=X"+nX""4+  +nX+1-1=X(X"""+nX" 2+ - +n)

et ainsi Q = X" 14+ nX"2 4+ ... 4+ n.
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* Les relations coefficients-racines appliquées au polynéme () donnent alors que :

(—1)""Lcoeff constant de Q

B =
coeff dominant de @

= km k

& 2isin [ — |etn = (—1)"!
H 1sin ( - )e (—1)" 'n
k=1

& =)A= (1) n

Ainsi, on obtient que | A = )

V  Résolutions d’équations avec des polynémes

Exercice 30. Expression de sommes.

1. Trouver un polynéme P de degré 3 tel que : P — P(X + 1) = X3.
n

En déduire la valeur de : Z k? pour tout n € N.
k=0
2. Montrer qu'il existe un polynéme P de degré 4 tel que : P(X +1) — P = X(X — 1)(X —2)
n

En déduire pour tout n > 1 une expression simple de § = Z k(k—1)(k —2).
k=1

Correction 29. 1. e On cherche donc P sous la forme P = aX* 4+ bX3 4+ ¢X3 + dX + e vérifiant : P —
P(X +1) = X3. On commence par calculer P — P(X + 1) et on obtient : P — P(X + 1) = —4a X3 +
(—6a — 3b)X?% + (—4a — 3b —2¢)X —a — b — ¢ — d. Comme on veut P — P(X + 1) = X3, par unicité

( —4a =1
—6a — 3b =0
des coeficients d’un polyndéme, on obtient le systéme suivant a résoudre : La
—4a—3b—2¢c = 0
—a—b—-—c—d = 0
, 1 1 1 "
résolution donne : a = T b= 3 ¢="7 et d =0. Il n’y a pas de condition sur e que 1'on prend donc
1 1 1
égal 4 0. Ainsi, ona : P = _ZX4 + §X3 — ZXQ'

e Comme ’égalité démontrée ci-dessus est une égalité entre deux polynomes, elle est en particulier vraie
pour tout * € R, & savoir : Vo € R, P(z) — P(z + 1) = 2. En particulier elle est aussi vraie pour

tout k € [0,n], a savoir : P(k) — P(k +1) = k*. Ainsi, on a : Y. k* = > P(k) — P(k+ 1) =
k=0 k=0

n n n
> P(k)— > P(k+1) par linéarité. On reconnait alors une somme télescopique et on obtient : > k? =
k=0 k=0 k=0
n n+1
> P(k)— > P(k) = P(0) — P(n+ 1). Mais on connait aussi I’expression de P et ainsi, on obtient :
k=0 k=1
2 _ (n+1)? (n(n+1))°

n 1 1 1
Sk =-m+D ' =Z(n+124+(n+1) . On
= 4 2 4

retrouve ainsi ’expression connue.

(n+1)?=2(n+1)+1) =

4 4

2. C’est exactement la méme chose. A faire.

Exercice 31. Pour tout polynéme P € R, on pose

p(P)=(BX+1)P—X(X —1)P.
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1. Vérifier que ¢ définit bien une application de R dans R.

2. (a)
(b)

Pour quelles valeurs de n a-t-on ¢ (R,[X]) C R,[X]?
Pour ces valeurs de n, déterminer les polynémes de R,,[X] tels que ¢(P) = 0.

3. Résoudre dans R I'équation ¢(P) = X2,

Correction 30.
1. Soit P € R, on a alors que : p(P) = (3X +1)P — X(X + 1)P’. Comme P est un polynéme et que la dérivée
d’un polynome est un polynome, on sait que P’ € R. De plus 3X + 1 et X(X + 1) sont aussi des polynomes
et ainsi ¢(P) est un polynéme comme produit et somme de polynémes. Donc si P € R alors ¢(P) € R.

2. (a)

Soit P € R,[X], on cherche a savoir sous quelles conditions, on a aussi ¢(P) € R,[X]. Il faut donc
étudier le degré de ¢(P) sachant que P = a, X" + @ avec Q € R,_1[X] et a, # 0. Par définition
de ¢(P), on a : degp(P) < n+ 1. En effet, par propriété sur le degré d’un produit, d’une dérivée et
d’une somme de polyndémes de méme degré, on a : deg(3X + )P =n+1,deg X (X —1)P ' =n+1et
ainsi deg o(P) < n + 1. On obtient que : p(P) = (3X + 1)(a, X" + Q) — X(X — 1)(na, X" ' + Q).
Etudions le terme en X™*! afin de voir sous quelle condition le coefficient devant ce terme s’annule. On
a: p(P) = 3a, X" — na, X" + R avec R € R,[X]. Pour que degp(P) < n, on doit donc avoir :
(3 —n)a, = 0. Comme a, # 0, cela impose que n = 3 et ainsi cela impose que le degré de P soit 3.
Ainsi ¢ (R,[X]) C R,[X] si et seulement si n = 3.

P est donc un polynéme de degré 3 et ainsi il est de la forme : P = aX34+bX?+cX +d. On cherche alors
a résoudre (P) = 0 < (3X +1)P — X(X —1)P" = 0. Les calculs donnent : (b+4a) X3+ (2c+3b) X2 +
(3d 4 2¢) X + d = 0. Puis par unicité des coefficients d’un polynéme, on obtient : a =b=c=d =0 et
ainsi seul le polyndéme nul convient.

3. Les deux questions précédentes ont permis de montrer que si n # 3 et deg P = n alors deg (¢(P)) =n + 1
et si n = 3 alors p(P) € R3[X]. Ainsi pour que ¢(P) = X2, il faut soit que deg P = 1, soit que deg P = 3.
On étudie ainsi chacun de ces cas :

e Casl:sin=1:P=aX+b:

On doit donc avoir : (3X + 1)(aX + b) — X(X — 1)a = X? et en développant le terme de gauche
et par identification des coefficients d’un polynéme, on obtient le systéme linéaire suivant & résoudre :
2a =1

2a+3b = 0 . Ce systéme est incompatible et ainsi il n’existe aucun P de degré 1 vérifiant p(P) =
b =0
X2

Cas2:sin=3:P=aX3+bX?+cX +d:
En reprenant les mémes calculs que dans la questions 2(a), on a : (b + 4a)X? + (2c + 3b) X2 + (3d +

b+4a = 0
2¢+3b =1
2¢)X +d = X? et on doit donc résoudre le systéme suivant : . La résolution donne :
3d+2c = 0
d = 0
1 1
@=-15 b= 3 et ¢ = d = 0. Ainsi on obtient qu’il existe un seul polynéme P vérifiant p(P) = P2, le
1 1
lynome : P = —— X3 + —— X2,
polynome 19 + 3

Exercice 32. On cherche ici a déterminer tous les polynomes P € R tels que P(X?) = (X2 +1)P.
1. Soit P € R vérifiant P(X?) = (X2 + 1)P. Quel est son degré ?

2. Déterminer P a l'aide d’une identification des coefficients.

3. Retrouver I'expression de P en déterminant ses racines.
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Correction 31.

1. On suppose que P € R vérifie P(X?) = (1 + X?)P. Condition sur le degré : Le polynome nul convient bien.
Sinon, si P est de degré n, alors on a : deg P(X?) = 2n et deg ((1 + X2)P) = 2 + n par propriétés sur le
degré d’un produit et d’'une composée. Ainsi, on doit avoir : 2n = n + 2 < n = 2. Ainsi P est un polynéme
de degré 2 : P = aX? +bX + c avec a # 0.

2. Identification des coefficients : On a donc d’un coté : P(X2) = aX* +bX? + c et de 'autre coté :
(14+ X?%)P =aX*+bX3 + (a+¢)X? + bX + c. Par identification des coefficents d'un polynéme, on obtient

a = a

que : Z+c i 2 . Ainsi, on obtient que b =0 et a = —c et P est de la forme P = aX? —a = a(X? 1)
c = ¢

avec a € R.

Synthése : soit P = a(X? — 1) avec a € R. I vérifie bien P(X?) = (1 + X?)P. Ainsi les polynomes vérifiant
la relation sont exactement les polynomes de type a(X? — 1) avec a € R.

3. On veut retrouver ce résultat d’une autre maniére. On cherche donc les deux racines de P : montrons que 1
et —1 conviennent. On a :

P(1%) = (12 +1)P(1) = P(1)=2P(1) = P(1) =0,
donc 1 est bien racine de P. De méme :
P((-1)*) = ((-1)* 4+ 1)P(-1) = P(1)=2P(-1) = P(-1)= —2 =0,

donc —1 est bien racine de P. On sait que P est de degré 2, donc on a trouvé toutes les racines, et P peut
donc s’écrire P = a(X — 1)(X 4+ 1), avec a € R*. On retrouve bien que les solutions sont les polynomes de la

forme ‘ P=a(X?—-1), avec a € R* ‘

Exercice 33.
1. Déterminer tous les polynomes P de R tels que : P = X P’.
2. Déterminer tous les polynomes P de R tels que : (2X? —3)P” — 6P = 0.
3. Déterminer tous les polyndomes P € R tels que : Vn € N, P(n) = 0.
4. Déterminer tous les polynémes P € R tels que : P(X + 1) = —P.

Correction 32.

1. e Analyse : soit P € R vérifiant : P = X P’. On remarque tout de suite que le polynéme nul convient
et ainsi on peut prendre P € R polynéme non nul vérifiant P = X P’. On pose ainsi n = deg P et
n
P =Y apX* avec a, # 0.
k=0
* On peut commencer par regarder si ’équation vérifiée par P impose des conditions sur le degré de
P. D’un c6té, on a : deg P = n et de 'autre co6té, on a par propriété sur le degré d’une dérivée et
d’un produit de polynémes : deg X P’ = 1+ (n—1) = n. Donc I’équation n’impose aucune condition
sur le degré de P.

n

x Identification des coefficients : en effet, on a d'un coté : P = > ap X" et de I'autre coté : XP' =
X S kap Xkl = kajp X*. Ainsi, on a 1’égalité de polynémes suivante :
k=1 k=1

a0+a1X+a2X2—l—a3X3—|—- . -—i—an,an_l—l—aan = a1X+2CL2X2—|—3(13X3+' . -+(n—1)an,1X”_1+nanX”.

Puis par unicité des coefficients d’un polynéme, on obtient que : ag = 0, a1 = a1, as = 2a < az =0,
a3 =3az < a3 =0,..., ap—1 = (n—1)ap—1 & apn—1 =0 et a, = na, < a, = 0. Ainsi P est de la
forme : P = a1 X.
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2. °
°
3. °
°
4. °
°

Synthése : soit P de la forme P = aX avec a € R (le polyndéme nul est ainsi pris en compte puisque a
peut étre nul). On a donc XP' = X x a = aX = P. Donc P = aX vérifie bien I'équation P = X P’.
Ainsi 'ensemble des polynomes vérifiant P = X P’ sont les polynomes de la forme P = aX avec a € R.

Analyse : soit P € R vérifiant : (2X? — 3)P"” — 6P = 0. On remarque tout de suite que le polynéme nul
convient et ainsi on peut prendre P € R polynoéme non nul vérifiant (2X?2 — 3)P” = 6P. On pose ainsi
n
n=degPet P= Y a,XF avec a, # 0.
k=0

* On peut commencer par regarder si ’équation vérifiée par P impose des conditions sur le degré de
P. D’un c6té, on a : deg6P = n et de 'autre cété, on a par propriété sur le degré d’une dérivée et
d’un produit de polynomes : deg (2X? — 3)P” = 2 + (n — 2) = n. Donc I’équation n’impose aucune
condition sur le degré de P.

* On peut ensuite regarder ce que cette équation impose au niveau du coefficient de plus haut degré.
Ona:P=a,X"+T avecT € R,_1[X]. Ainsi P" = n(n — 1)a, X" 2+ T" avec T" € R,,_3[X].
Ainsi, on a : (2X2% - 3)(n(n — 1)a, X" 2 +T") = a, X" + T. Et par unicicté des coefficients d’un
polynéme, on obtient que : 2n(n —1)a, = 6a, < (n®>—n—3)a, = 0. Comme a,, # 0, on doit avoir :
n? —n — 3 = 0. Le discriminant vaut 13 et les racines ne sont donc pas entiéres. Ainsi, il n’existe
aucun n € N tel que : 2n(n — 1)a,, = 6a,.

Ainsi il n’existe aucun polynéme non nul vérifiant (2X? — 3)P” — 6P = 0.

Synthése : Seul le polynéme nul vérifie (2X2 — 3)P” — 6P = 0.

Analyse : soit P € R vérifiant P(n) = 0 pour tout n € N. Ainsi P admet une infinité de racines car il
admet tous les entiers naturels comme racines. Donc P est le polynéme nul.

Synthése : Le polynome nul vérifie bien que pour tout n € N : P(n) = 0. Donc le seul polynéme vérifiant
cela est bien le polynéme nul.

Analyse : soit P € R vérifiant P(X + 1) = —P. On peut tout de suite remarquer que le polynéme nul
convient. Soit alors P € R non nul et de degré n.

x Etude du degré : d'un coté, par propriété sur le degré d'une composée, on a : deg P(X + 1) = deg P
et de autre codté, on a : deg P. Ainsi ’équation vérifiée par P n’impose aucune condition sur le
degré du polynome.

x Etude des racines : on remarque que P(1) = —P(0), puis : P(2) = —P(1) donc P(2) = P(0).
De méme : P(3) = —P(2) donc P(3) = P(1). Ainsi on remarque que pour tout n € N, on a :
P(2n) = P(0) et P(2n+1) = P(1). On pose alors les polynémes : Q = P — P(0) et R = P — P(1).
On a pour tout n € N : Q(2n) = P(2n) — P(0) =0 et R(2n+ 1) = P(2n+ 1) — P(1) = 0. Ainsi
tous les entiers naturels pairs sont racines de @ et tous les entiers naturels impairs sont racines de
R. Ainsi @ et R possédent tous les deux une infinité de racines et ils sont donc tous les deux nuls :
Q=0&P=P(0)et R=0<« P = P(1). Ainsi, on doit avoir : P = P(0) = P(1). Mais comme de
plus : P(1) = —P(0), on doit avoir : P = P(0) = —P(0) donc P est le polynéme nul.

Synthése : Le polynome nul vérifie bien P(X + 1) = —P. Donc le seul polynome vérifiant cela est bien
le polynéme nul.

Exercice 34. Polynomes de Tchebychev de premiére espéce :
On définit une suite de polynémes (P,)n>0 par

Po=1 P =X
V?’LEN, Pn+2:2XPn+1—Pn.

. Calculer Py, P3 et Py. Déterminer également les racines de ces trois polynomes.

1
2. Déterminer pour tout n > 0 le degré ainsi que le coefficient dominant de P,.
3. Pour tout n € N, calculer P,(1).

4. Soit n > 0.
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(a) Montrer que :
Vt € R, P,(cost) = cos(nt).

(b) Réciproquement, montrer que si @)y, est un polynéme tel que
YVt €R, Qn(cost) = cos(nt)

alors P, = Q.
5. Etudier la parité de P,. On pourra s’intéresser au polynéome @ = P,(—X) — (—=1)"FP,.
6. Soit n > 0.

(a) Déterminer les racines de P, sur [—1,1].
(b) En déduire toutes les racines de P,.

Correction 33. Polynémes de Tchebychev de premiére espéce :
Dans cet exercice trés classique, il y a deux idées importantes :
e Les polynoémes étant définis par une relation de récurrence d’ordre deux, beaucoup de propriétés vont se
démontrer par une récurrence double.
e L’idée selon laquelle deux polynomes sont égaux dés qu’ils sont égaux pour une infinité de valeurs ou ce qui
revient au méme : un polynoéme est nul dés qu’il a une infinité de racines.
1 " 1
—— et —.
V2 V2
V3 3

e Le calcul donne : P3 = 22X3 — 3X et les racines sont : 0, ——— et —.

2 2
e Le calcul donne : Py = 23X% — 8X?2 + 1.

2. On peut conjecturer que le degré de P, est n et son coefficient dominant : 2"~ pour n > 1.

1. e Le calcul donne : Py, = 2X2 — 1 et les racines sont :

e On montre par récurrence double sur n € N* la propriété P(n) : deg P, = n et a, = 2" ! avec a,, le
coefficient dominant de P,.

e Initialisation : pourn =1et n =2
Par définition de la suite des polynémes, on a : P; = X et les calculs ont donné P, = 2X? — 1. Ainsi
on a bien deg Py =1 et degPy =2. Deplusona:a; =1et 2 =1 et ap = 2 et 21 = 2. Ainsi P(1) et
P(2) sont vraies.

e Hérédité : soit n € N* fixé. On suppose que P(n) et P(n+1) sont vraies et on veut montrer que P(n—+2)
est vraie. Ainsi par hypothése de récurrence, on sait que P, = 2" ' X" + T et P, = 2" X"t + S avec
T € R,—1[X] et S € R,[X]. Comme par définition de la suite de polynémes, on a : P,1o = 2X P, y1— P,
on obtient :

Poyo =2X (2" X" 4 §) —on=lxm = ontlxnt2 L 9x g onmlx" T = ontlxn T2 L R

avec R = 2XS —2""1X" — T € R,;1[X] par propriétés sur le degré de produits et de sommes de
polynomes. Ainsi P(n + 2) est vraie.
e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N*, on a : deg P, = n et le coefficient

dominant de P, est 2771

3. On remarque que Py(1) = Pi(1) = P»(1) = P3(1) = P4(1). Ainsi on peut conjecturer que pour tout n € N,
ona:P,(1)=1.
e On montre par récurrence double sur n € N la propriété P(n) : P,(1) = 1.

e Initialisation : pourn =0et n=1:
Par définition de la suite des polynémes, on a : Py = 1 et P, = X. Ainsi on a bien FPy(l) = 1 et
P;(1) = 1. Ainsi P(0) et P(1) sont vraies.
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e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose que P(n) et P(n+1) sont vraies et on veut montrer que P(n+2) est
vraie. Ainsi par hypotheése de récurrence, on sait que P,,(1) = 1 et P, 4+1(1) = 1. Comme par définition de
la suite de polynémes, on a : P, 12 = 2X P, 11— P,, on obtient : P, y2(1) = 2P, 11(1)—FP,(1) =2—-1=1.
Ainsi P(n + 2) est vraie.

e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N, on a : P,(1) = 1.

4. (a) e On montre par récurrence double sur n € N la propriété P(n) : Vt € R, P,(cost) = cos (nt).

e Initialisation : pourn =0et n=1:
Par définition de la suite des polynémes, on a : Py = 1 et P, = X. Ainsi pour tout ¢t € R, on a :
Py(cos (t)) = 1 et Pi(cost) = cos(t). Comme on a pour tout t € R : cos (0 xt) = cos(0) = 1 et
cos (1 x t) = cost, on a bien P(0) et P(1) vraies.

o Hérédité : soit n € N fixé. On suppose que P(n) et P(n+1) sont vraies et on veut montrer que P(n+
2) est vraie. Ainsi par hypothése de récurrence, on sait que pour tout t € R : P,(cost) = cos (nt)
et Ppt1(cos(t)) = cos ((n+ 1)t). Comme par définition de la suite de polynomes, on a : P19 =
2X P41 — Py, on obtient pour tout t € R : P,ya(cos(t)) = 2cos (t)Ppy1(cos(t)) — Py(cos (t)) =
2cos (t) cos ((n+ 1)t) — cos (nt). On utilise alors le formulaire de trigonométrie qui donne que :
2cos (t) cos ((n+ 1)t) = cos ((n + 2)t) + cos (nt). Ainsi on obtient bien que pour tout t € R, on a :
P, 12(cos (t)) = cos ((n + 2)t). Ainsi P(n + 2) est vraie.

e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N et pour tout ¢t € R, on a :
P, (cost) = cos (nt).

(b) Soit @y, qui vérifie la relation : V¢ € R, @, (cost) = cos (nt).

e On obtient pour tout t € R : Qpui2(cost) = cos((n+ 2)t) par hypothése. En utilisant alors la
relation obtenue dans le raisonnement par récurrence fait ci-dessus, on sait que pour tout t €
R : cos((n+2)t) = 2cos(t)cos((n+ 1)t) — cos(nt). Ainsi, on a pour tout ¢t € R : Qp(cost) =
208 (t)Qn+1(cost) — Qp(cost) car par hypothése, on sait que pour tout n € N et pour tout t € R,
on a : Qp(cost) = cos (nt).

On obtient aussi pour tout ¢t € R : Qp(cost) = cos (0 x t) =1 et Q1(cos (t)) = cos (1 x t) = cos ().

e La premiére chose a remarquer est que lorsque ¢t parcourt R tout entier, cost, lui, parcourt [—1, 1]
tout entier.

* Comme pour tout t € R : Qp(cost) = 1, les deux polynéomes (g et 1 sont donc égaux sur tout
I'intervalle [—1, 1]. Ainsi on a deux polynémes qui sont égaux pour une infinité de points (tous
les réels compris entre -1 et 1), ainsi les deux polynémes sont égaux. Donc Qg = 1.

* De méme, comme pour tout t € R : Qq(cost) = cost, les deux polynoémes @y et X sont donc
égaux sur tout U'intervalle [—1, 1]. Ainsi on a deux polynémes qui sont égaux pour une infinité de
points (tous les réels compris entre -1 et 1), ainsi les deux polynémes sont égaux. Donc @Q; = X.

* De méme, comme pour tout n € N et pour tout t € R : Qpi2(cost) = 2costQp+1(cost) —
Qn(cost), les deux polynomes Q2 et 2XQpy1 — @y sont donc égaux sur tout 'intervalle
[—1,1]. Ainsi on a deux polynémes qui sont égaux pour une infinité de points (tous les réels
compris entre -1 et 1), ainsi les deux polynémes sont égaux. Donc pour tout n € N, on a :

Qni2 =2XQnt1 — Qn.
Qo=1 Q1=X

e On a ainsi montré que les polynémes @, sont aussi définis par : { .
Vn €N, Qni2 =2XQni1 — Qn-

Ainsi pour tout n € N : @, = P,.
On a donc démontré que 1'égalité : pour tout n € N, pour tout ¢t € R : P,,(cost) = cos (nt) détermine de

fagon unique les polynoémes et est équivalente a la définition par récurrence de la suite de polynoémes.

5. Maintenant on a deux définitions possibles pour la suite de polynémes P, : soit celle par récurrence, soit celle
avec le cosinus. Cela nous donne donc deux types de raisonnement possibles pour obtenir des propriétés sur
P, : soit par récurrence double, soit avec I'idée d’obtenir une infinité de racines : tout l'intervalle [—1, 1].
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e On commence par calculer Q(cos (t)) pour tout ¢ € R. On a pour tout ¢t € R : Q(cos (t)) = P,(— cost) —
(=1)"P,(cost) = P,(cos (t +m)) — (—1)" cos (nt) en utilisant le formulaire de trigonomeétrie et la carac-
térisation de P, avec le cosinus. De plus, pour tout ¢ € R, on a aussi : P,(cos (t + 7)) = cos (nt + nmw) =
(—=1)™cos (nt). Ainsi pour tout t € R : Q(cost) = 0.

e Ainsi on a montré que pour tout x € [—1,1], on a : Q(z) = 0. En effet, on sait que lorsque ¢ parcourt R,
cost parcourt [—1,1]. Ou encore on sait que la fonction cosinus est surjective de R dans [—1,1] ce qui
assure que pour tout x € [—1,1], il existe bien ¢ € R tel que = = cost. Si on veut 'unicité du ¢, il faut
prendre ¢t € [0, 7] par exemple car la fonction cosinus est bijective de [0, 7] dans [—1,1]. Comme pour
tout x € [—1,1], on a : Q(z) = 0, le polynome @ a donc une infinité de racines et ainsi ¢ = 0.

e On vient donc de montrer que : P,(—X) = (—1)"P,. Ainsi si n est pair, P, est une fonction paire,
tandis que si n est impair, P, est une fonction impaire (R est bien centré en 0 et les polynémes sont des
fonctions définies sur R tout entier).

6. (a) = € [—1,1] est racine de P, si et seulement si P,(z) = 0. Mais comme x € [—1,1], on sait qu’il existe
un unique ¢ € [0, 7] tel que x = cost. Ainsi on a : © = cost € [—1, 1] est racine de P, si et seulement
si Py(z) = 0 = Py(cos(t)) = cos(nt). On doit donc résoudre cos (nt) = 0 avec t € [0,7]. On obtient :

cos(nt) =0<=3Jk € Z, nt= g +kr<—dkeZ t= 21 + T De plus, on veut, afin que toutes les
non
k 1
racines soient bien distinctes, que t € [0, 7]. On doit donc résoudre : 0 < 21 + rr <rTe0< 3 + k<
n o n
1 1
n & 3 <k<n-— 7 Comme de plus k est un entier, on obtient que k € [0,n — 1]. Ainsi, on a obtenu

k
que T = cos (; + 7T> avec k € [0,n — 1] sont n racines distinctes de P, toutes dans [—1, 1].
non

(b) On vient de trouver n racines distinctes. Or on sait de plus que P, est un polynoéme de degré n, ainsi
on les a toutes trouvées.

Exercice 35. Soit a un réel, n un entier naturel non nul et

Z = H < U~ 2cos (a)ezﬁfw + 1) :

1. Factoriser dans C : P(X) = X2 — 2cos (a)X + 1.
2. En déduire une factorisation de Z.
3. Simplifier Z.

Correction 34. 1. Le discriminant vaut A = —4sin? (a). Ainsi VA = 2i|sina|. Les racines sont alors aprés
étude de cas pour enlever la valeur absolue : €'® et e™*.

2ikm TL L

2. On remarque qu'en posant X = e » ,ona: Z = [[(X?—2cosaX +1) = [[(X — ) (X —e™) =
k=0 k=0
7 ik . ik .
[T (e —eo)(e™" —eia).

k=0
3. On utilise alors la méthode de ’angle moitié afin de simplifier ’expression ci-dessus et on obtient :

n
7 — H 1k:7-r+za ( M_% e 1k77-r+za> esz':r_% (ezl:Lﬂ+12a e (MTW'F%)) _ —4612::7\' sin ]{,’l _ g sin ]{,’l 4 g |
0 n 2 n 2

n—1
2im
2k T Z k .
Il s’agit alors de remarquer que : H et = =0 = /n=D7m — (_1)"~1  Ainsi, on obtient que :

Z=4"(-1)"( "1Hsm<_>s <’”+a)——4”Hsm<—)s’n(ﬁj+;>.

1BIOA - Lycée Chaptal Page 27 Olivier Glorieux




	Opérations sur les polynômes
	Degré et coefficients
	Racines d'un polynôme
	Factorisation dans R et dans C et conséquences
	Résolutions d'équations avec des polynômes

