Correction TD 2 - Trigonométrie

Entrainements

™

12

) s

Exercice 1. Calculer les réels suivants : cos (

Correction 1.

e Calcul de cos(l) :onaﬁ—zzl, donc
12 3 4 12
(1) =eos (5 = §) = eos (5) con (§) +5in (5) s (3)
cos {5 ) =cos(g— ) =cos{3)cos{ sin { o ) sin{ ),

soit aprés simplification :

soit aprés simplification :

Calcul de cos (77r

COS (

s

12

):

V2(14/3)

4

™

12

sin( ) = sin

s

(

3

Calcul de sin (1%) : de méme, on a

s

4

sin <

™

12

):

V2(v3-1)
T :

12

Tn
12

COS <

12

s s

3

)=

)< (e

4

> : & partir du calcul précédent, on a :

>:COS(

™

12

™

)

Jon

™

4

):

Va(l— V3

4

).

Calcul de cos (g) et sin (g) : Il suffit de remarquer que :

— ool

et on obtient par la formule de duplication des angles : cos (20) = 2 cos? () — 1. Ainsi,

):

7T . 7T . - . .
Le réel 3 est dans 'intervalle [0, 5] et le cosinus est positif sur cet intervalle, ainsi :

con () =

s

cos(%)—i—l B V242
3 = .

2 4

0082 (

V242
TR

™

8

1
% X 3 On pose alors = %

Une fois le cosinus connu, le sinus se déduit par la formule cos? (z) + sin? (2) = 1. On obtient

ainsi,
o (T V242 242
Sin (—) =1- = .
8 4 4
La encore, le sinus étant positif sur 'intervalle [0, g}, on obtient :
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Exercice 2. Résoudre sur R les équations suivantes et représenter les solutions sur le cercle trigono-
métrique :

V3 3. tan (%) =—-1

1. cos (bz) = -
) 1 4. tan (27) = —V/3
2. sin (4z) = ~5

Correction 2. 1l s’agit dans cet exercice d’égalités trigonométriques fondamentales que 'on résout
donc en appliquant la méthode du cours.

3
1. Résolution de cos (5x) = \g : L’égalité est de type équation fondamentale.

ez, 5x:%+2k7r

cos (bx) = \gg & cos (br) = cos (—) & ¢ ou

W eZ, 55 = 4 2%n.

On obtient donc

S:{WJFM, kez}u{—”+2k”, k:eZ}.

30 5 3 5
T
30 S 2
T A 30 ' 5
30
T 4 K
30 5 30
T 6T _m
30 5 30
T 6 T 8
30 75 30 5
T 8
30 5

Pour savoir combien de points tracer sur le cercle pour chaque ensemble de solutions, on cherche
la premiére valeur de k pour laquelle on retombe sur la solution de départ modulo 27w. Par

2km
exemple, pour le premier ensemble de solution, on cherche k tel que — = 27, soit £k =5 : on

doit donc tracer 5 points sur le cercle trigonométrique. Méme chose pour le deuxiéme ensemble
de solutions.

1
2. Résolution de sin (4x) = —3 ! L’égalité est de type équation fondamentale.

%k e Z, 4x:—%—|—2k7r

1
sin (4x) = -5 © sin (4x) = sin (—%) & ¢ ou

3%k e Z, 4x:7r+%+2k:7r.

On obtient donc

T km T kmw
= —— 4+ — Z — 4 — Z5.
s { T ke }U{24+2,ke }
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™ ™

213
7T
Tt ow on
ARG 24
24+
m
T 24
ﬂ‘i‘ﬂ'

i S ?ﬂ
YR 21 2
7T+37T
24 2

On remarque ici qu’il faut tracer 4 points pour chaque ensemble de solutions : en effet, on doit

k
chercher k tel que % = 2m, soit k = 4.

x

. Résolution de tan (—) : Légalité est de type équation fondamentale. On peut commencer par

chercher le domaine de définition de cette équation. On a, d’aprés le domaine de définition de
x

la tangente, que : 5 #* g +kn, ke Z s x# 71+ 2km, k € Z. On résout ensuite ’équation

fondamentale et on vérifiera bien que les solutions trouvées n’appartiennent pas & ’ensemble
{m+2km, k€ Z}.

x x T x T
tan (§> =-1 < tan (5) = tan (_Z> < dk e Z, 5="1 + k.

On obtient donc

S:{—g+2k7r, keZ}.

. Résolution de tan (2x) = —/3 : L’égalité est de type équation fondamentale. On peut com-

mencer par chercher le domaine de définition de cette équation. On a, d’aprés le domaine de

k
définition de la tangente, que : 2x # g+ km, k € Z & x # % + ?ﬂ, k € Z. On résout en-

suite ’équation fondamentale et on vérifiera bien que les solutions trouvées n’appartiennent pas
T  krm
a I’ensemble {4 + TR k€ Z}.

tan (2r) = —v/3 < tan(2z) = tan (—%) < dkeZ 2x= —g + k.

f
3
On obtient donc 6

T km
S=<{{——+—,kecZ;.
T ez

SR

47
3

Exercice 3. Résoudre dans R, puis dans [0, 27| et enfin dans | — 7, 7] les équations suivantes :

6 . 1
L. sinx—cosx:\g 3. Slnx—i—%cosazzo
2. —V/3sinz + cosx = /2 4. cos (2z) + V/3sin (27) = V2
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Correction 3.

1. Résolution de sinx — cosx = : On reconnait la forme a cos () +bsin (z), on applique donc

vl

la méthode associée. On obtient alors

sinz —cosz = X0 o ﬂ(—lcos<x)+1sin(x)> :\/§)2\/§<:>cos <x—3”> _ V3

2 2 NG 4 2
3 s
dkeZ x-— 1 = g—{—Qk‘w
< 3
T
dk € Z, To = —6+2/<:7r
On obtient ainsi :
e SurR:
117 i
SR— {12+2/{77T, kGZ}U{m+2k‘ﬂ', k‘GZ}
e Sur [0, 27[ comme sur | — 7, 7] :
T 11w
Sjo,27[ = S)—myn] = {127 12}
7
12

1
Y,

2. Résolution de —v/3sinx + cosx = v/2 : Méme méthode que dans lexemple précédent. On
obtient ainsi

e Sur R:

T T
SR_{mHkm, kEZ}U{m+2kw, kEZ}.

e Sur [0,27] :

177 23w
& {1212}

e Sur [—m,m|:

T T
s-{ o
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12

. . 1
3. Résolution de sinx + — cosx = 0 : Méme méthode que dans ’exemple précédent. On a :

V3

1
sina:+—cosx:()<:}cos(a:—g):O@erz, CC—E:E-FIWT.

/3 372

On obtient ainsi :

.surR:S:{EZTer,kez}.
om 11w
27| =< — — 4. _
e Sur [0,27] :|S {6’6}

T 5T
Sur [— S =q—=,— 7.
e Sur [—m, 7| { 6’6}

"
N

Hm

4. Résolution de cos(2x) + v/3sin (2x) = V2 : Quitte & poser X = 2z, I'égalité est de type
acos (X)+bsin (X) = ¢, on applique donc la méthode du cours. On se rameéne ainsi a I’équation

V2 T, V2

fondamentale suivante : cos (X — g) =5 & cos (2z — g) =5 Ainsi,
T T
kez 20—~ ="19
keZ, 2x 3= 1 + 2k

cos (2z) + V/3sin (2z) = V2 < { ou

kez, 22—~ =-" 1ok
keZ, 2z 3 1 k

On obtient ainsi :

7
e SurR: S:{xeR; 3k e Z, xzzz—l—lm}u{xeR; EIkGZ,m:%—&-lm}.
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Exercice 4.

1
2
3
4

D.

e Sur [0,27] :

=

T Im 25m 3lm
247247 247 24

e Sur | —m, 7] :

6
(Bz+1)=0

. cos (3x —2) = cos (2z — 1)
. T . T
. sm(3a:—§) =sin (22 + —)
. tan (x 4+ 1) + tan
. 9 1
. sin“x =

2
sin (2z) = cos (—

Correction 4.
1. Résolution de cos (3x —2) =cos(2x — 1) :

2)

On sait que cos (X) =cos (V) &

on obtient :

cos (3x —2) = co

ez, 3z-2

s(2r—1) & ¢ ou

dkeZ, 3zx-2

On obtient ainsi :

Jk e
ou

Jdk €

© e

10.
11.

Z, X

Z, X

Sr = {1 + 2k,

3 2T

keZlU< =
} {5+ 5

. k

cz}|

Et on a:

3 3
8[0,271‘[ = {]-7 57 g +

s_ [ % 1m m T
N 247 24724724 [
G
24
257
24
31
24

Résoudre dans R, puis dans [0, 27[ les équations suivantes :

6

2cos? (3z) +3cos(3z) +1=0
2sin? z = /3 sin (22)

. T T
sin <2$— Z) = —cos (;U—I- =

)

V3cos2x 4+ 2cosxsine — v/3sin?z = V2
1 + cosx + sin (5x) + sin (6x) = 0
tan? (z) +2tan? (z) -3 =0

Y + 2k7m
On peut appliquer cela ici et
—Y + 2km.
o ) ou
9x 41+ 2k Yeez o = o4 HT
5 5
3 27
5 5
3
)
4
5
3, 87
3 . 67 5 5
5 5

1BIOA - Lycée Chaptal

Page 6

Olivier Glorieux



2. Résolution de sin (3x — g) = sin <2x + %) :

dkeZ, X = Y +2kn
De méme, on sait que sin (X ) =sin (Y) < ¢ ou On peut appliquer

dkeZ, X = 7w-Y +2kn.
cela ici et on obtient :

Jk e Z, Sxfg = 2x+%+2/~m’ dkeZ z =
. T . T
sm(3x—§):sm<2x—|—g)<:> ou & ou
T T
dk € Z, 3x—§ = 71'—21:—84-2/677 ez z =
w27
On obtient ainsi : 30 ' 5al
2 7
T Tw 2kmw il
S :{f 2k,kez}u M P ezl 30
R 2—1— m {30+ 5 }
Eton a ;%_1_4%
S 7 7w 197 31w 437 55w ;—g—i—%
0270~ 2730”30 30 30 30 J [ -
r, Ox
30 5

. Résolution de tan(x+1) +tan(3x+1)=0:

e On commence par rechercher le domaine de définition de cette équation. On doit donc
avoir pour tout k € Z : x + 1 # g + kmet 3z +1 # g + km. On obtient donc que

T T 1 kn
D=R ——1 f—— = — Zs.
\{2 +k7r,6 3+3,k6 }

e De méme que dans les deux exemples précédents, on sait que tan (X) = tan (V) < Jk €
Z, X =Y +kn. On peut appliquer cela ici et on obtient en utilisant tout d’abord 'imparité
de la tangente :

tan(z+ 1) +tan(3x +1) =0 < tan(z+1)=—tan(3z+1) < tan(z + 1) = tan (—3z — 1)

1 k
& EIk:GZ,:r+1:—3:U—1—|—k7r<:>EIk‘€Z,x:—i—i—f.
1k
Commepourtoutk‘EZ:—7+—W€D,on 1
2 4 -5+
obtient : 2 4
T % 1 =
- -4z
Sr=3—=+—,keZ;| 22
R {2+4’ }
Et on a : 1
2
S — _1 _1+f_1+f_1+3l f1+3£
027722 T 2 2 2 [ 24
. . . 9 1
. Résolution de sin x=3:
1 1 1
En posant X = sin (z), on doit résoudre X? = =, & savoir : X = — ou X = ———. On doit
1Y () 9 \/i \/5
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1
donc résoudre sin ()

V2

= — ousin(x) =

1

———. On obtient ainsi

V2

3T T T 3T
SR_{—4_+mm,kez}u{—4+2mgkez}u{4+2mnkez}u{4_+%m,kez}

5. Résolution de sin (2x) = cos (g) :

Une facon de faire ici est de transformer le cosinus en sinus. On obtient ainsi

T

sin (2x) = cos (£> & sin (2x) = sin (f + —) & ¢ ou

2

Jdk e Z,

Ik € Z,

On obtient ainsi :

2 2

m
x = =
3
m
r = -
5

T 4kw T  4kw
{24 rez T
Sr {3+ 3 € }U{5+ 5

)

kEZ}.

Et on a:

oo =0 =07, )
53 55 35

T 7w 3w Tw 57 9m
8[0,271’[ = { o ' &

b

6. Résolution de 2cos? (3x) + 3cos (3x) +1=0:
On pose le changement de variable X = cos (3z) et on doit donc résoudre 2X2 + 3X + 1 = 0.

3 m
4 4
5T i
4 4
Fez 2 = 4+ 4okn
2 2
m X
JkezZ, 2 = T———=+2
keZ, 2x T3 2+ km
Ak
3
b
=
T
sm 3
5 Y
5
T
9
> 5
5 om
3

1
Le discriminant vaut A = 1 et les deux solutions distinctes sont donc X7 = —1 et Xy = —5
1

Ainsi on doit donc résoudre cos (3z) = —1 et cos (3x) = —3 La résolution de ces deux équations

fondamentales donne
T 2km 2 2kw 27 2kw
SR=R—-4+—, keZyUs—+—, k€eZUs—+4+—, keZ}|
- {3+3, e}{9+3, e}{9+3, e}
1BIOA - Lycée Chaptal Page 8 Olivier Glorieux




W
3

o T
3
2
Et on a: 8£ )
9
2w 47 87 10 147 57 16w ™
Soer =\ 97379 9" 9 9 130 g | Lo
9 167
9
147?15%7T
9

7. Résolution de 2sin? x = /3sin (2x) :
En utilisant la formule de duplication du sinus, on obtient la factorisation suivante

2sin®z = v/3sin (22) < sinz (sinz —V3cosz) =0
< sinz=0ou sinz —v3cosx =0
& 3JkeZ, x=krou sinz —v3cosz =0.

La deuxiéme équation est de type acosx + bsinx. On obtient :

1
sinz —V3cosz = 2<—é§cosx+281nx>:2cos<x—5g).

Ainsi,
dkeZ = = kn
ou
5 47
2sin’z =/3sin(2z) & 3Jke€Z, v =krou cos(w—(j)z()@ dkeZ =z = ?‘FWW
ou
kez, z = g+2k7r
On a donc :
47 U
SR:{lm,keZ}U{g+2/€7r,kez}u{3+2k7r,kez}.
T
3
Et de plus :

T 4 i
8[0,27r[ - {07 5777 3} -

. . T T
8. Résolution de sin (2x — —) = —Cos (X + —) :
. 4/ 6 . .
On transforme le cosinus en sinus afin de se ramener & une équation fondamentale. On a en

utilisant 'imparité du sinus :

sin(2x—g>:—sin(g—x—%> :sin(—g—l—x—i—%):sin(x—%).

1BIOA - Lycée Chaptal Page 9 Olivier Glorieux




Ainsi,

T ™
R ez v = — 2
s ™ 12
sin<2x——>:—cos<x+—)© ou & ou
! 0 *kez om 2
s e - -
SheZ, 2w — T =m—a+ 3 +2km v 36

T
On obtient :

19
36,
T 197 2kw
=4 ——+2km, ke”Z —+—, ke”Z
SR{12+ w,e}u{36+3,e} /\
Et on a: \

197 437 67w 23w
0,27 =

LI 2T DI 29T 3T
367 367 367 12 37

9. Résolution de /3 cos?x + 2cosxsinx — v/3sin?x =
On commence par utiliser le formulaire de trigonométrie aﬁn de transformer 'expression :

V3cos? z + 2coswsine — V3sin® v = V3 (cos? z — sin x) + sin (22) = V3 cos (22) + sin (2z).

On pose X = 2z, et on factorise v/3 cos (2x) + sin (2z).

On obtient :
S i kr kez {——+lm k:eZ}.
24 24 9237
24 AT

Et on a: o1

S, . {5 23m 297 ATm
0270 = 194> 24" 24 24 [~

2|

10. Résolution de 1 + cosx + sin (5x) + sin (6x) =0 :
On commence par transformer ’expression grice au formulaire de trigonométrie afin de la mettre
sous forme factorisée. On obtient

11 11

14cos z+sin (5z)+sin (6z) = 2 cos? (E)—I—Z sin [ =2 ) cos <£> = 2cos (§> cos ({) sin [ —2) ).
2 2 2 2 2 2
Ainsi résoudre 1 + cosz + sin (5x) + sin (6x) = 0 est équivalent & résoudre cos (g) = 0 ou

T 11z
cos (5) + sin <2> = 0. On peut déja résoudre la premiére équation et on obtient

cos(g) =0 dke’Z %:nglm(:)ElkEZ, x =7+ 2km.
Etudions la deuxiéme équation :

<:c> +si 11z 0 (m) (11 (m) ) 11z (1‘) T N 112"
— 1n = — — — S1n E — — — S1n _— — = — E —
cos 5 S 5 & cos 5 S 5 & cos 5 S 5 & cos 5 cos 5 5

T T 1lz T 2k
3 Z - = —+— 42 3 4 = —— - —
keZ, 5 5 + 5 + 2km keZ, = 10 3
= ou = ou
T T 1llz T km
3 Z, - = ——=—-——42 = - —
keZ, 5 2 2 + 2km dkeZ, =z 15 3

1BIOA - Lycée Chaptal Page 10 Olivier Glorieux



Ainsi, on obtient

T 2kt T km
= 2km, ke Z - —  keZ ——— keZz
S ={n+2km k¢ }U{ 10 F o k€ }U{ 13 30 FE }

™ 3r Tm 7w 11w 117 157 157 197 197 237T}

11. Résolution de tan*x + 2tan®x -3 =10:
On pose le changement de variable X = tan? (z) et on doit donc résoudre : X? +2X — 3 = 0.
Le calcul du discriminant donne que les solutions sont —3 et 1. Ainsi, on doit résoudre les deux

équations tan? (x) = —3 et tan?(z) = 1. Comme un carré est toujours positif, la premiére
équation est impossible. La deuxiéme équation donne tan (x) = —1 ou tan (z) = 1.
On obtient donc 3 il
4 4
T T
SR:{—ZJFIW, kzeZ}U{ZJrlm, keZ}.
m 3w bmw Tm
Soerl =\ a0 a1 [ br T
4 4

Exercice 5.
1. Soit z € R\ {7 + 2km,k € Z}. On pose : u = tan (g) . Etablir les relations suivantes, et indiquer
pour quelles valeurs de x elles sont valides :
1—u? 2 2
(a) cosz = ﬁz; (b) sinx = Tuqﬂ (c) tanzx = 1_722

x
2. En utilisant ces relations, résoudre sur R I’équation : cosz — 3sinx + 2tan (§> —-1=0.

Correction 5.
1. Tout d’abord, u = tan (%) est bien défini pour x € R\ {7 + 2k, k € Z}.

2
(a) On a1+ wu?> 0 donc 1—F7u2 est bien défini. De plus, on a
u
n?(5)
-2 17 cos?(2)  cos? (¥) —sin® (%)  cosz
5 = ey = 5/ — e = = cosT
14+u 14 5o (2)  cos (5) + sin (5) 1
(3
2
(b) De méme, 1+ u? > 0 donc Hiuz est bien défini. De plus, on a
u
sin(%)
2u 2cos(§) 2 cos (%) sin (%) sinx .
2 = 20z 2 (x 2 (x = = sz
1+u 145 (53) cos? (%) +sin? (%) 1
0052(%)

(c) On a1 —wu? # 0 si et seulement si tan? (g) # 1, clest-a-dire tan (g) ¢ {—1,1}. On doit
donc avoir z € R\ ({7[' +2km, ke Z} U {g +km, k€ Z}) On a alors :

2811’1(%)
2u cos(3)  2cos (%) sin (%) _ sinz ~ tana
1 —u? 1 sin?(5)  cos? (%) —sin? (%)  cosx N
COSQ(%)
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2. L’équation est définie pour g € R\ {g + km, k € Z}. Le domaine de définition est donc

D =R\{r+ 2,k € Z}|

) T

On pose alors u = tan <§>, et on utilise les formules de la question précédentes pour transformer
I’équation. On est ramenés a résoudre

1—u? 2u 1 —u? —6u+2u+2u—1—u? 2u(u? —u — 2)

-3 2u—1=0« =0&
1+ u? 1—|—u2+ b 1+ u? 1+ u?

=0.

On doit donc trouver les u tels que le numérateur s’annule. On obtient u € {0,—1,2}. On doit
ensuite revenir a la variable x, on résout donc

. tan(%):0<:>%:k7r,kez<:>x:2k7r,kez
etan(3)=-1ef=-F+hnkeZor=—F+2%mkeZ

e tan (g) =2 & § = arctan(2) + k7, k € Z & x = arctan(2) + 2km, k € Z.

S = {2kn ke Z} U {—g Y okm ke z} U {2arctan2 + 2k, k € Z}

Exercice 6. Résoudre les inéquations suivantes dans R, puis dans [0, 27 et | — 7, 7] :

1. 2sinz—1<0 . V3

2. 2cos (2z) > V3 4. sin (3x) > -5
1

3. —tan(3z) > 1 5. v/2cos (3z) <1
V3 6. tan (x) <1

Correction 6.
1. Résolution de 2sin(x) —1 < 0 : On se rameéne a une inéquation fondamentale :2sinx — 1 <
1
0 & sinz < 3
On résout alors cette inéquation fondamentale graphiquement :
7
Sp = U —£+2]€7T,E+2k‘ﬂ' .
6 6
keZ
Ftona:

So2m = [O,W{U]&Tﬂﬂ[

Et finalement :

Ry :]—w,g{u} EZ,W} .

fm_om L E
6 6 6
—T =T 0=27

1BIOA - Lycée Chaptal Page 12 Olivier Glorieux



2. Résolution de 2cos (2x) > /3 : On se raméne & une inéquation fondamentale :

2cos (2z) > V3 & cos (2z) > \ég ().

On résout alors cette inéquation fondamentale

S

graphiquement :

) & Jkez, —%+2kw<2x<%+2k‘w

o

0 us
JdkeZ, ——+k — + k.
=1 € 4L, 12+ 7T<:L‘<12—|—7T

F I
obtient donc : |Sg = }—— km, — k‘ﬂ‘[ .
r=U | thm gt
keZ
Bien penser a refaire un deuxiéme cercle pour tracer les solutions, et pouvoir en déduire les so-

lutions sur les intervalles demandés.
On a:

T 117 137 237 il Kl
S ﬁz[o,—[u SN U A VAN
0,27 12 ]12 12[ ]12 W[ 12 \12
= 0
w2
U — . 2

Et finalement :

=27
3
B 117 12
S}—Trﬂr} _:| T, 12

1
3. Résolution de — tan (3x) > 1 : On se rameéne & une inéquation fondamentale :

V&

1 tan (3z) > 1 < tan (3z) > V3 (%)

V3

On résout alors cette inéquation fondamentale
graphiquement :

*) & Jkez, %+k7r<3x<g+k:7r

T km T  km
3 Z — 4+ — -4 —.
& dk e ,9+3<ac<6+3

On obtient :

T kmwm km
s-U |5+ 555
kezZ

refait alors un autre cercle trigonométrique (a faire) afin de placer les angles solutions et on ob-
tient, en prenant k € [0, 5] :

8 _}Eﬁ[ugzuﬁﬁulolﬁulgi?)jumini
0270~ 97 6 92 96 96 9 2 96 |

Enfin, on a :
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s | 80 Smp | 5T 7 U}_i _EME ™
e 9’ 2 3 6L 1976
3
4. Résolution de sin (3x) > —\g :

La résolution graphique sur le cercle trigono-
métrique donne :

V3

4
sin(3x)2—7 & dkeZ, —g—|—2k:7r§3x§§+2k‘7r

& dkeZ, —— +

On obtient donc :

On fait un cercle trigonométrique pour placer les solutions, et on obtient, en prenant k € [0,2] :

4 1 117 1
B PR P ) I Y

9 97 9 979

U |:177r,271'|:.

9

Et finalement :
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5. Résolution de v/2cos(3x) <1 :

1
On a: v2cos (3z) <1 cos(3z) < —=

7

La résolution sur le cercle trigonométrique

donne :
1 T 7T T
2k 2k
o ez, E4 BT g T : Afin
12 3 12 3 V2
On obtient donc : 2
7£
T 2km 7w 2km 4
s=UG+ 555
keZ

de donner les solutions dans [0, 27| et dans | — 7, 7], on représente les solutions sur un cercle tri-
gonométrique en prenant k =0, k =1 et £ = 2. On obtient alors :

G
12712

Sjo,2n = [

o 157
127 12

ol

Ur 237
127 12

ol

I

Et finalement :

9

S]—Tr,ﬂ'] = :| -, _E

Ju

m
12’

™

12

{_

Ju

T
12712

i)

Im
ol

|

Résolution de tan (x) <1 :

La résolution graphique sur le cercle trigono-

métrique donne :

tan (r) <1< 3k € Z, —g+/~m <z< %—l—lm.

On obtient :

se=J]|

kezZ

2 4

—E‘Fkﬂ',z—i-kﬂ'] )

At-

tention, les solutions pour la tangente sont définies modulo 7, et non 27. Il y a donc deux inter-
valles solutions a tracer sur le cercle trigonométrique.

On a donc
S = [0, 7] U TN 13T
[0,27‘(’[ - 74 27 4 2 5 T -
Et finalement
3T T T
S —]‘”’—4} -3l

Exercice 7.
cercle trigonométrique :

T
4

Résoudre sur R les inéquations suivantes et représenter ’ensemble des solutions sur le

1BIOA - Lycée Chaptal

Page 15
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1. 4sin®z — (2 +2v3)sinz + V3 <0 . V6
) 6. cos(z) —sin(z) > —
2. tan"z—1<0 . 2
3. 2cos? (3x) —3cos(3z) +1<0 7. sin (z) — —=cos (z) < —1
4 tanzx—(\/g—l)tanx—\/g<0 V3
: 1 1 8. cosx +sinx—1<0
5. ngin2x§§ 9. V3cosx +sinz —vV2<0

Correction 7.

1. Résolution de 4sin? (x) — (2 + 2v/3)sin (x) +v/3 <0 :
On pose X = sin(z) et on doit donc résoudre 4X2 — (2 + 2v/3)X + /3 < 0. Le calcul du

3 1
discriminant donne A = (2v/3 — 2)? et on obtient ainsi comme solutions \2[ et 5 Ainsi :

1
4X2—(2+2\/§)X+\/§§0<:>2§X§\f.

Comme X = sin(x), on obtient au final que :

| S

Lsin? (2) — (24 2v/3) sin () + V3 < 0 & % < sin (z) <

La résolution sur le cercle trigonométrique
donne

T 0 2w 5w
SR_,CLGJZ<[6+2kW73+2kW} U [3+2k7r,6+2/€7r]>.

2. Résolution de tan? (x) —1 <0 :
Ona:tan’z —1<0< —1 < tan(z) < 1. La résolution graphique sur le cercle trigonométrique
(a faire) donne

™ 7r
Se=U |—5 +km,— +kn
keZ 4 4

3. Résolution de 2cos? (3x) —3cos(3x) +1 <0 :
On pose X = cos (3x) et on doit donc résoudre 2X? — 3X + 1 < 0. Le calcul du discriminant

1 1
donne que les solutions sont B et 1. Ainsi 2X2-3X+1<0 & B < X < 1. Comme X = cos (3z),

on obtient que :

1
2cos® (3z) —3cos (3z) +1<0 & 5 < cos(3z) < 1.
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wl

<cos(Bx) <1 3JkeZ, —%—I—Zlm <z< g—i—Qkﬂ'.

N | —

La résolution sur le cercle trigonométrique
donne :
¢ \

ol

se-U |5+ 505+ 5

kezZ

o3

137

5%
E 9
On obtient donc : 9
T 2km w 2kmw
Lix
9

4. Résolution de tan? (x) — (v/3 —1)tan(x) —v/3 <0 :
On pose X = tan () et on doit donc résoudre X2 — (v/3 — 1)X — /3 < 0. Le discriminant vaut
A=(1+ \/3)2 et ainsi les solutions sont —1 et v/3. On obtient donc :

X?-(V3-1)X-V3<0& -1<X < V3.
Comme X = tan (z), on obtient que :
tan” (z) — (V3 — 1) tan (z) — V3 < 0 & —1 < tan (z) < V3.

La résolution par le cercle trigonométrique (a faire) donne

SR:U}fZJrkﬂ' + kmw

kez
. . 1 . 2 1
5. Résolution de ngm (X)SE:
1 1 1
On pose X = sin (z) et on doit résoudre 1 §X2 < 3 ce qui est équivalent aX2—§ <0 et
1 1 1 1 1 1 1
——X?<0.Comme X?—- <0 ———<X<—etque-—X?’<0X>-ouX<—-,
4 2 V2 V2 4 2 2
on obtient que
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S<X?< e Xe|l-—,—2|Ul|s,—|esin@ e |——,—=|U |5, —].
1= 73 Y s e e [ a) v [ )

donne

~—  — 1

La résolution sur le cercle trigonométrique (a faire

S = U[+2k 34 +2kw}u[z+2kw,w+2kﬁ} [+21m +2lm} [?ﬂr+2k7r,567T+2k:

keZ 6 6 4
6. Résolution de cos (x) — sin (x) > \2F :
On reconnait la forme a cos (z) + bsin (x) et on obtient donc

cos (x) — sin (x) > ?@ﬁ(écos(x)—%sin(m)) > éé@cos(x—i— 4) > \2[
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w\%

On a ainsi obtenu une inégalité fondamentale de type cos (X) > (avec ici X =z + %) et on

&

résout donc cela graphiquement sur le cercle trigonométrique (& faire). On obtient alors

5
cos (ac + %) > \Qf & dk e Z, —g+2k7T < x—i—z % 2km < dk € Z, —1—7;—}—2/671' <zx< —%—FQ]{ZTI'.

On obtient donc les solutions suivantes :

Sk = U [—Em—i-Qkﬂ 7T+2k7r] .

W

1
7. Résolution de sin (x) — 73 cos(x) < —1:

On reconnait la forme a cos (z) + bsin (x) et on obtient donc

1 1

: 2 e ™ . V3
sin (x) — ﬁcos ()< -1« 5 (2 cos (x) — 25111(37)) < -1 & cos (:c—i—g) > -

2
On a changé le sens de l'inégalité car ——— < 0. On a ainsi obtenu une inégalité fondamentale

V3

3 m
de type cos (X) > £ (avec ici X = x + ) et on résout donc cela graphiquement sur le cercle
trigonométrique (& faire). On obtient alors

T \/g T
COS ($+ 3) 9 <:>E|k€Z 6+2k71 T+

:1

T okr e 3kez, —g+2k7r <z< —%+2k7r.

w
D

On obtient donc les solutions suivantes :

Sk = U {—g +2k7r,—% +2k7r} .
keZ

8. Résolution de cos(x) +sin(x) —1 <0 :
On reconnait la forme a cos (z) + bsin (x) et on obtient donc

T 1
cosm—l—sin:c—l<0<:>cos(a:——> —
f

La résolution sur le cercle trigonométrique (a faire) donne :

cos(:z—z) <L<:>E|k€Z +2k’7r<x——<7—+2k7r<:>5|k62 —|—2k:7r<ac<2ﬂ'—|-2k7r
4 V2 4 4

On obtient donc :

Sr = U}g+2kw,2ﬂ+2k7r[.
keZ

9. Résolution de v/3 cos (x) + sin (x) — v/2 < 0 : Méme méthode.

\/§cosx+sinx—\/§<O<:>\/§COS:E—|—sinx < \f2<:>cos (a:— %) <

Sl

On obtient par résolution graphique sur le cercle trigonométrique (a faire) :

\/gcos:c+81nx—\f<0<:)5|kez +2k7r<a;—%<%r+2k7r

Ainsi :

5% 23
SR:U]erQk: 2+2k: [
keZ
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Exercice 8. Soit f la fonction définie par f(x) = In |cos (z) sin (z)].

1. Déterminer le domaine de définition Dy de f.

2. Montrer que f est m périodique, paire et que : Vo € Dy, f (g — x) = f(x). A quel intervalle
peut-on réduire ’étude de la fonction f7

. U . ..
3. Montrer que f est dérivable sur }O, Z} et calculer sa dérivée. Dresser le tableau de variations de

f sur cet intervalle.

4. Tracer la courbe de f en justifiant sa construction.

Correction 8.

1. La fonction f est bien définie si et seulement si cosxsinx # 0. Or on a : cosxsinx =0« Ik €
Z x—§+k:7rouEIk:GZ © = k. AlnSlDf—R\{ ¥k, kT, kez}

2. Réduction d’intervalle :
e Montrons que f est 7 périodique : pour tout x € Dy, on a bien z + 7 € Dy et f(x +
m) =1In|cos(x+ 7)sin(x + )| = In| —cosz x (—sinzx)| = In|coszsinz| = ( ). Ainsi la

fonction f est m périodique et on peut restreindre I'intervalle d’étude a ] \ {0}.

e Montrons que f est paire : Dy est centréen 0, et Vo € Dy, ona: f(—z) = In|cos (— )sin (—x)]
In|cosx x (—sinx)| = In|coszsinz| = f(x) en utilisant le fait que la fonction cosinus est
paire, la fonction sinus impaire et le fait que | — 1| = 1. Ainsi la fonction f est paire et on

peut restreindre I’étude a 0, g[
, ™ ™ . (T :
e Soit x € Dy,ona: f <§ —:L‘) = In | cos (5 —x) sin (f —x)| = In|sinzcosz| = f(z) en

2
utilisant le formulaire de trigonomeétrie.

On peut faire un dessin pour s’en rendre compte mais une telle égalité signifie que la droite
. ™ . L. . .
d’équation = = 1 est axe de symétrie pour la courbe. Ainsi on peut étudier la fonction sur

}0, %} puis faire la symétrie d’axe z = % pour obtenir la courbe sur |0, g[

3. La fonction = + coszsinz est dérivable sur }0, %} comme produit de fonctions dérivables.
De plus, sur cet ensemble, cette fonction ne s’annule pas. Comme la fonction valeur absolue est
dérivable sur R*, on obtient que x — | cos x sin x| est dérivable sur } 0, %} par composition. Comme
sur cet intervalle, la fonction est & valeurs strictement positives et que la fonction logarithme

. . . . U L.
népérien est dérivable sur R™, f est bien dérivable sur ]0, Z] par composition.
De plus, en étudiant des cas, on sait que (In |u|)’ = — si u dérivable. Ainsi ici on obtient que :
u

2 2
cos” x — sin” x cos (2z)
f'@) = =

cos zsinx coszxsinx’

Sur ,ona:cosx >0, sinz >0 et cos(2z) > 0 car 2z € }0, g} Ainsi on a : f'(z) > 0 sur

}o
Jo.3)

0 ™
x z

4
En effet : lim f(x) = —oo par propriétés sur les produit et composées de limites.

z—0t

4. Graphe de f :
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5. (A faire plus tard) On a

0
e La fonction f est continue sur ]0, Z] comine produit et composée de fonctions continues.

T
e La fonction f est strictement croissante sur }0, Z}

e lim f(x)= -0 etf(%) =—In2.

z—0+

Ainsi d’aprés le théoréme de la bijection, la fonction f est bijective de ]0, f} sur | — oo, —In2J.

Exercice 9. 1. Résoudre l'inéquation d’inconnue y suivante :
y—3
<2 E
2y 3 =% (E1)

2. En déduire les solutions sur R de I'inéquation d’inconnue X :
;2
sin®(X) — 3 . 9
— 7 < 2sin”(X E
2sin2(X) -3~ in(X) ()
3. Finalement donner les solutions sur [0, 27] de 'inéquation d’inconnue z :

sin®(2z + %) — 3
2sin’(2z + %) — 3

< 25in?(2z + %) (E3)

Correction 9. 1. ;
y—
2y—3 < 2y
= 0 <-i=
2_

4(y-1)(y—2)
2(y—3

Donc les solutions de (E7) sont

Si=[3.1]U]5 +oo]

2. X est solutions de (E»2) si et seulement si :

sin?(X) € [2,1} u]g’,+oo[

1BIOA - Lycée Chaptal Page 20 Olivier Glorieux



Comme pour tout X € R, sin(X) € [—1, 1], ceci équivaut a

sin?(X) € [i 1}

c’est-a-dire : sin?(X) > 3, soit (sin(X) — @) (sin(X) f) 0 On obtient donc

3
in(X -1, —
sin( )E[ 5 1

U[ﬂl

On a d’une part sin(X) < \f — X € U [ + 2k, 2 4 2]4:77} et d’autre part sin(X) >
keZ
27
Be=xel [+2k7r +2k7r]
3
kez
Ainsi les solutions de (FEs2) sont

Ar 5
SQ:U[?)JF%W, +2k7r] [3 + 2k, +2k7r]
kezZ

En remarquant que 4—” =35 +met %“ = %’T + 7, on peut simplifier les solutions de la maniére

suivante :

2
Sy = U {gﬁtkﬂr,;-i-kﬂ}
keZ

3. x est solution de (E3) si et seulement si

T T 27
2w+ € U [3+k:7r,3+k‘77}

kezZ
C’est-a-dire )
T w T m
2 —— — 4k —+k
xEU[3 6+ 7T,3 6+ 7l':|
keZ
On obtient
T € U [W—i-kﬂ 7r+k77]
12 24 2
keZ

&
|
ol
INE
h
C
—
ol
+
N
INE
_l_
[NIE
o
C
—
(Sl
_l’_
A

[N}
+
3

e
C

ol
_l_

w

vl

INE]
_|_

w
vl
0

Exercice 10. On considére 'inéquation :

2sin(zr) — V2

sin(x)(2cos(x) — 1) -0

() :
1. Déterminer D : I’ensemble de définition de (I).
2. Résoudre (I) sur [0,27[ND. On pourra faire un tableau de signes.

Correction 10. 1. (I) est définie pour tout z tel que
sin(z)(2cos(x) — 1) # 0

Résolvons donc
sin(zx) =0 et 2cos(z)—1=0
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L’ensemble des solutions de la premiére équation est S; = {0 + 2km, 7 + 2k7 |k € Z} qui se
simplifie en
S1={km|keZ}

La deuxiéme équation s’écrit

1
cos(z) = 3

dont les solutions sont
T —Tr
82:{54‘214377‘,?"'2]{377‘“{62}

Finalement on obtient que (I) est définie sur

D =R\ {km, § + 2km, 5" + 2km | k € Z}

2. Sur [0, 27[ on obtient
sin(z) > 0 <=z € [0, 7]

—
3
Ut
3

(2cos(x) —1) > 0<=cos(z) > - <=z € [0, -] U [+

2 3 3
2 3
2sin(z) — V2 > 0 <= sin(z) > \Qf = zc [%,Zﬂ]
7 T 37 o
e 0 i 3 T i 3 o
2sin(z) — /2 - 0 + + 0 - - -
sin(x) + + + + - -
2cos(z) — 1 + + - - - +
| 2sin(z) — V2 B i _ n _ +
sin(x)(2 cos(x) — 1)
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