TD 3 - Sommes, produits et
récurrences

Entrainements

Exercice 1. Soit n € N, n > 3. Simplifier les nombres suivants :

! 4! ! 1)! !
7 B:3>< n D:(n—|—) ot B (M N

A=Gr (302" (n—1) (n—3)! m—2)1" (n Q1)!'

Exercice 2. Soit n € N*. Calculer les expressions suivantes :

n n n2 n n+1
1. szk et Z$2k+1 5. Z(l—a2)2k+l 9. Z <n,>aj et Z (ﬁ)a‘j
2. ) a2 avec s £0 6 3 (3% 2k 4 1) 0.3 <n> (~1)f et
k=0 k=1 1=0 L
n n—1 n 1
.2 1 n+ 4
3. Z(z +n+3) 7. 23 exp <k> Z< ; )(—1)
1=0 n n i=1
3 - () (1
. 3 n n\(—
Ly sy eore 1Y (1) 5
i=1 Jj=0
k=0 )
— 1 /n
2 5L
k=0

Exercice 3. Coeflicients binomiaux
Calculer les somimes suivantes :

5

2.T=Y kk—1) <kz>’ puis Sp = Z k2 (Z) (on pourra écrire que k% = k(k — 1) + k).
k=1

()
Z,:Oi+1 1

Exercice 4. Sommes télescopiques

n n
1. Soit xg, x1, ...,z des nombres réels avec n € N. Calculer : Z(miﬂ —x;) et Z(miﬂ —Ti_1).
i=0 i=1
2. Calculer : In|—m———
> sl
Exercice 5. Sommes télescopiques
1 b
1. Déterminer (a,b) € R? tels que Vk € N* S = kj-l + P En déduire :
> i
— (k+1)(k+2)
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k—1 a b c

2. Déterminer trois réels a, b et c tels que : Vk € N*, FUESNUESE) =% + el + P13 En

E—1
(k+1)(k+3)

déduire la valeur de Z A
=1

1 b c

3. Déterminer trois réels a, b et c tels que : Vk € N*, = -4+ —+

a
4 E
kk+)(k+2) &k k+1 k+2 "

1
J(k+2)

déduire la valeur de kz_: R+

n
1 n(n + 3)
Retrouver ce résultat par récurrence : montrer que Vn > 1: = .

;k(k+1)(k+2) 4n+1)(n+2)

n
Exercice 6. Sommes et dérivation : Soit n € N* et S = Z k(Z)
k=1
n

1. On pose, pour tout x dans R, f(x) = Z <Z> 2*. Calculer f(z).
k=0

n
2. En déduire, pour tout = dans R, la valeur de g(z Z k< ) , puis en déduire S.
=1

Exercice 7. Sommes et dérivation : Soit n € N*. Pour tout x € R\ {1}, on pose f(z) = Zxk

k=0
1. Calculer f(x).
n n
2. En dérivant, calculer Z ka*=1 et en déduire Z kat.
k=1 k=1
n
3. Calculer de la méme fagon : Z k(k —1)zk2
k=2
Exercice 8. Sommes d’indices pairs et impairs
n
Soit n un entier naturel non nul. On définit les sommes suivantes : S, = Z <§Z> et T, =

L

> ()

1. Montrer que S, + T}, = 22" et S,, — T}, = 0.

2. En déduire une expression de S, et de T}, en fonction de n.

Exercice 9. Soit (n,p,i) € N2 non nuls. Calculer les produits suivants :

n i+n n
L[]+ H k 4. [k -2)
k=1 k=1
n k n 1
2. H exp <n> D H (1 - /<:2>
k=1 k=2
nok Mk
3. H 6. n . On exprimera le résultat & l'aide de factorielles.
k:12/~c—|—1 k:Op—k

n
k
E ice 10. Soit N*. Calcul El — .
xercice oit n € acuerk 1n<2>
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Exercice 11. Dans cet exercice, n,m et p sont deux entiers naturels non nuls et £ un nombre
complexe. Calculer les sommes doubles suivantes :

n m
LYY p@®+1)
p=0 ¢=0
n n n T
2. 221 et 221
i=1 j=1 i=1 j=1

3. anzn:mj

i=1 j=1
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Type DS

Exercice 12. Soit (F},),en la suite définie par Fy =0, F; =1 et pour tout n >0

Fn+2:Fn+1+Fn-

n n
1. Montrer que pour tout n € N on a : ZFQk+1 = Fypyo et Z For = Fony — 1.

k=0 k=0
n
2. Montrer que pout tout n € N on a Z F,f =F,F41.
k=0
3. (a) On note ¢ = % et 1 = 1_—2‘/5 Montrer que ¢? = o + 1 et 2 = + 1.
(b) Montrer que 'expression explicite de F, st donnée par F,, = %((p" —Y").

F
(¢) En déduire que lim ntl

n—0o0 n

Exercice 13. Dans cet exercice, on considére une suite quelconque de nombres réels (a,)nen, €t on
pose pour tout n € N :
n
n
=3 (1)
k=0
Partie I : Quelques exemples

1. Calculer b, pour tout n € N lorsque la suite (a,)nen est la suite constante égale a 1.
2. Calculer b, pour tout n € N lorsque la suite (ay)nen est définie par a,, = exp(n).
3. (a) Démontrer que, pour tout (n > 1,n >k > 1),

(b) En déduire que : Vn € N, kz_o <Z> k=mn2""t

(c) Calculer la valeur de by, pour tout n € N lorsque la suite (a,)nen est définie par a,, = n%rl
Partie II : Formule d’inversion

Le but de cette partie est de montrer que la suite (a,)nen s'exprime en fonction de la suite (b, )nen-
1. Montrer que pour tout (k,n,p) € N3, tel que k <p<nona:

()@ - 055
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2. Montrer que, pour tout (k,n) € N2, tel que k <non a :
n—k
i(n+1—Fk n—

S (" T = e

i=0

3. Montrer que pour tout n € N on a

n p n
n+1><n+1—k¢> —k gfn+1

> (1P b =D (-1)" bk
p=0 k=0 < k p—k k=0 k

4. Donner, pour tout n € N, 'expression de a,+; en fonction de b,41 et de ag, ..., ay.

5. Prouver, par récurrence forte sur n que :
- n
VneN,a, = Z(—l)"_k<k>bk~
k=0
6. En utilisant le résultat précédent montrer que pour tout n € N :
" /n
> <k> k2k(—1)"F = 2n.
k=0

Exercice 14. 1. Montrer par récurrence que pour tout n € N,

- nn+1)2n+1)
k=
2 G

2. Soit i € N et n € N tel que ¢ < n. Caculer en fonction de i et n :

>

J=i+1
, o T sii>]
3. On rappelle que ’on note max(i, j) = j sinon Montrer que pour tout n € N,

S max(i, ) = Y w

i=1 j=1 =1

4. En déduire que

n

Z zn:max(i,j) — (n(n + 1)6(4n - 1)>

i=1 j=1

5. On note

Sk = Z max (i, j%).

4,7€[[1,1000]]

(a) Rappeler ce que renvoie l'instruction Python range (a,b) avec deux entiers a,b € N tel que
a <b.

(b) Ecrire un script Python qui demande a Vutilsateur la valeur de k, calcul Sy et affiche le
résultat.
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