Correction TD 3 - Sommes, produits
et récurrences

Entrainements

Exercice 1. Soit n € N, n > 3. Simplifier les nombres suivants :

! Al ! 1! !
roop_3X c=_" p- Db +

A=Gr (302" (n—1) (n—3)! m—2)1" (n —.1)!'

Correction 1.

7 7 x6!

3 x 4! 3 x4 x 3!
* (B2~ 3x3x2

n! nx (n—1)!

*C= n—1)01 (n—1)! g

(n—1)

n+1)! n+1l)xnx(n-1 n—2 n—3)!
.D_En_?);!_( ) X((njg)f V@23 T = Dn—2)]
oE:EZt;;i—F(ni!l)!:(n+1)n(n—1)+n:n(n2—1+1):

Exercice 2. Soit n € N*. Calculer les expressions suivantes :

n n n? n n ) n+1 n
1. Zx% et ZkaH 5. Z(l — g?)?k+t 9. Z < ,>a3 et Z ( .>a]
k=0 k=0 o \J — \J
k=2 j=0 j=1
"~ osk —k " " /n
2. Y a"2%rFaveca #£0 g, > (3x2F+1) 10. Z(,)(—l)’ et
k=0 k=1 im0 \'
- .2 1 n—1 k n n+1 i
3. Z(z +n+3) 7. 2% exp () Z< . >(—1)
=0 n =0 n i=1 t
. n " /n\ (—=1)i
4. 2(21 - 1) 8. 2(2/{: —1+25) 11. Z <]> 2j+1
=1 7=0
k=0 )
n—
1 /n
2 510
k=0
Correction 2.
n
1. Calcul de » x**:
k=0
On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique et on obtient donc en utilisant le fait
que 2%F = (22)k
1 — g2n+2
n n ———— siz#letax#-—1
Z$2k:Z($2)k: 1— 12
k=0 k=0 n+1 sizr=1oux=—1.
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n
Calcul de Zx2k+1 :

On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique et on obtient donc en utilisant le fait
que 2+ = (22)F x 2

1 _ g2n+2
rxX ———— sizFleto# -1
n n 11—z
2k+1 _ Nk _
> T =u) (@)= n+1 siz=1
k=0 k=0
—(n+1) six=—1.

n
2. Calcul de Zak23kx_k :

On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique et on obtient donc en utilisant le fait

kosh b _ hpomvk e b ke (1)L (8a)"
que a"2x " = a¥(2°)" X 4 =a" x 8" x | — ) =|—] :
x

X X

n n k S N A
Zak23kx*k = Z <8;> = 1= (8?&)
k=0

k=0

n

3. Calcul de » (i*+n+3):
i=0
Par linéarité de la somme, on obtient :

n n

n

D@ +n+3)= "+ nm+3)) 1
1=0 =0 i=0
nn+1)2n+1

= 5 +(n+3)(n+1)

= ”T“ (2n% + Tn + 18)

n

4. Calcul de ) (2i—1)% :
i=1
On commence par développer la puissance cube a l'intérieur de la somme puis on utilise la
linéarité de la somme. On obtient donc :

n n

D @i—1) =) (8 — 12i% + 6i — 1)

= Z':1n n n n
=8> i —12) 46 i—» 1
=1 =1 =1 =1

On utilise ensuite le formulaire sur les sommes et on obtient alors :

- 2
d@i-1)%=38 <"("2+1)> _ponlnt 1)6(2n +1) 6n(n2—|— 1)

—-—nNn
i=1

=[n?(4n? +4n+1)|

Une autre solution consiste a faire la somme des paires entre 1 et 2n puis simplifier I'expression
avec la somme de tous les entiers au cube.
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n2

5. Calcul de ) (1 —a%)?*!
k=2
On commence par utiliser les propriétés sur les puissances et on obtient que : (1 — a?)?+! =
[(1 —a?)?)* x (1 — a?)'. Par linéarité de la somme et en reconnaissant de plus la somme d'une

n2 TL2
suite géométrique, on a : Z(l — )P = (1 - a?) Z[(l —a®)?*. On doit donc étudier deux
k=2 k=2

cas selon que (1 — a2)2 # 1 ou que (1 — (12)2 =1.
e Cas1:si(1—a?)?#1:
n? 1-](1- a2)2]n271

On obtient alors : kz_z(l —a®)? = (1 —a?) x (1 —a?)?)? x I—(—a) =(1-
1— 1_22n2—2 1— 1_22n2—2
Rt i S VS RVl )
2a2 — a* a%(2 — a?)
e Cas2:si (1—-a?)?=1:
Regardons & quels a cela correctionrespond : (1 —a?)2=1<1-a?=1oul—-a?=-1%
a2=0oua?=2<a=—v2o0ua=0o0ua=+2 Calculons alors la somme pour ces a :

n2

’ﬂ2
Z(l —a®)? = (1-4a?) Z 1= (1—a?% x (n?—1). 1l faut alors distinguer encorrectione
k=2

k=2
deux cas :

x Sia=0alors 1 —a?=1cet Z(l—a2)2k+1:n2—1.

k=2
TL2
x Sia=—v2oua=+?2alors1—a?=—1et Z(l—aQ)ZkH:—nQ—i—l.
k=2
n
6. Calcul de 2(3 x 2K 41):
k=1
. 3x28+1)=3 n ok 4 ; 1=3x%x2x 1_2n—|—n ar linéarité et car 2 # 1. Donc
;( ) ; ; =g TP
n
> Bx28+1)=6(2"—1)+n,
k=1
n—1

1 k
7. Calcul de O E exp (n) :
k=0
1\ "
n—1 n—1 1—1(en n—1
1 E\ 1 N ( ) L 1 E\ 11—
nkgoexp (n) = E (en) =1 caren # 1. Ainsi — 2 exXp <n> =— —.

k=0 1—en k=0 "l—en

n

8. Calcul de » (2k —1+2%):

k=0
n n n n
1 — ol
S @k-1+42%)=2) k- 14) 2F= 2"(”;) — (n+1) + ——— par linarité et car
k=0 k=0 k=0 k=0
n
2# 1. Ainsi | » (2k—1+2%) =n? 42" —2,
k=0
n n
9. Calcul de Z <,>aJ :
—~ \ j
j=0
Z < ,>a] = (14 a)" | en reconnaissant un bindéme de Newton car Z < ,>a3 = Z ( ) al 1™
— \ j — \ j — \ j
Jj=0 7=0 7=0
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n+1
Calcul de Z <n> al
J

j=1

n+1
On se raméne 4 la formule du bindme de Newton en utilisant la relation de Chasles : Z (n> al =

=1
"\ n n J
Z (j)a] - <O)a0 + (n+ 1) a"!. Par convention, on a : (nil) = 0 et ainsi on obtient en
j=0
n+1 n '
utilisant le bindéme de Newton : Z < ,)a] =(14+a)"-1.
=1
2 /n
10. C ~1)":
alcul de Z <1>( 1)

i=0
Z ( ,>(—1)J = 0| grace au binome de Newton car Z ( )(—1)] = (,)(—1)31”_] =
j=o =\ = \J
(I1—1)"

. /m+1

1. C ~1)':
alcul deZ( ; )( 1)
i=1
" n+1 ;
On se raméne 4 la formule du bind6me de Newton en utilisant la relation de Chasles:Z( , >(—1)’
i
i=1
n+1
n+1 ; n+1 n+1

—1)" — —1)0 — )t = -t o1 — () = 1

S ()= (e e (e = as (1) +

(=1)"*"2 = 14 (=1)" = (=1)" — 1. Ainsi on obtient que : Z <n—2|— >(—1)1 =(-1)"—-1.
i=1

n .
n\ (1)1
12. Calcul de Z <j)2j+1 .
j=0
On se raméne a la formule du binéme de Newton en utilisant les propriétés sur les puissances.

n y n
, n\ (—1)=t -1 n\ (-1} —1 1\" -1
On Obtlent ]_E - (J) W = 7 pa ] 7 = 2 1-— 5 = ﬁ

n—1 1 n
13. Calcul de l;)%(k) :

n—1 n—1 k
1 1
E m ( ) E <Z> <3> 1"7*. Afin de pouvoir utiliser la formule du binéme de Newton, on
k=0 k=0

n—1 n k n
1 1 1
utilise la relation de Chasles pour obtenir : kg_o " (Z) = kE_O <Z> (3) 1"k (Z) (3> =

P LS S S S
3 3n  \3 3n | 3n

Exercice 3. Coeflicients binomiaux
Calculer les sommes suivantes :

()

j=0

2. T = Z k(k—1) <Z>, puis Sp = Z k2 <Z> (on pourra écrire que k? = k(k — 1) + k).

n

1 n
3 53:;z‘+1<7;>'
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Correction 3.

1. Calcul de S; = ZJ(?) :

j=0
n
n n

On peut déja remarquer que : S :Zj< > =0x ( > +Z ( ) Z < >

- J J

7=0 J=1
Ici on ne sait pas calculer la somme sans transformation car 11 y ale j. On utilise d’abord une
propriété des coefficients binomiaux, et on obtient :

s=3(5) =500 -2 (1)

car n est alors indépendant de 'indice de sommation donc on peut le sortir de la somme. Pour se
ramener & du binéme de Newton, on commence par poser le changement de variable : ¢ = j—1 et

n n—1
n n—1 .. . . , , )
on obtient S; = Z] < ) =n Z ( ) > (c’est ici qu’il est mieux d’étre passé au début d’une
)

=0 ‘
somme allant de 0 & n & une somme allant de 1 & n car sinon on aurait un indice commencant
a -1. Si on n’a pas changé la somme au début, une autre méthode est alors de faire ici une
relation de Chasles afin d’isoler indice -1). On reconnait alors un binéme de Newton et on

obtient | S1 = Zj (n) =n2n L
J

J=0

2. Calculde T=Y k(k—1) <E> :

k=1

n

1l s’agit ici d’appliquer deux fois de suite la propriété sur les coefficients binomiaux : T =n Z(l{:—

k=2
-1
1) <Z 1) en reprenant les calculs faits au-dessus. On pourra aussi remarquer que la somme 7'
peut étre commencée a 2. Puis en réappliquant la propriété sur les coeflicients binomiaux :
n
n—2
(k—1)(}7]) = (n—1)(}73), on obtient que : T = n(n — 1) Z <k B 2). On effectue alors le
k=2
n—2
: . : n—2 .
changement de variable j = k — 2 et on obtient 7' = n(n — 1) Z ( _ ) Donc en utilisant le
, J
J=0

binome de Newton, on a : | T = n(n — 1)2" 2,
Calcul de S, = > K2( 1) :
alcul de S5 kzjl <k>

Comme k% = k(k — 1) + k et par linéarité de la somme, on obtient que : So = Zk2 (Z) =

Sae(7) + 3oK(5) = bt (2) # 3o(7) =15 = [t 2

1 n
3. Calcul de S3 =5  —— :
alcul de o3 §i+1<i>

La encorrectione, il faut commencer par utiliser la propriété sur les coefficients binomiaux.

Comme (i + 1) (n—|— 1> = (n+ 1)<n>, on obtient que : 1<n> — 1 <n—|— 1). Ainsi,
1 1

t+1 t+1 n+1\1+1
n n n
1 /n 1 n+1 1 n+1 1
la somme devient : S3 = = = ca
HHnE Gevient = os §z+1<z> §n+1<i+l) n+1§<i+l> t ot
ne dépend pas de l'indice de sommation i. On fait le changement d’indice j = i + 1 et on

utilise aussi la relation de Chasles pour faire apparaitre le binéme de Newton. On obtient

n

1 n 1 n+1 TI,+1 1 n+1 n+1 n+1
55 = - = - . Ainsi btient
3 ;i—l—l(i) n+1j§< j ) n+1 Z( j > < 0 > g1, on obtien

J=0
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n

_ L ofn)y _ 1 n+l
S‘”’_;Hl(z‘)_nﬂ[z 1]

Exercice 4. Sommes télescopiques

n n
1. Soit xg, x1, ..., x, des nombres réels avec n € N. Calculer : Z(miﬂ —x;) et Z(miﬂ —Ti1)-
i=0 i=1

2. Calculer . kz_ghl |:(k‘—|—1)(k—2):|

Correction 4.

1. Dés que 'on a une soustraction entre deux sommes de méme type avec juste un décalage d’indice,
il faut reconnaitre une somme télescopique et savoir la calculer. Le calcul utilise un ou plusieurs
changements d’indice puis la relation de Chasles.

e Calcul de S = Z(Xiﬂ —Xj) ¢

i=0
n n n
S = Z(ziﬂ —x) = Z Tit1 — Z x; par linéarité. On pose alors le changement d’indice :
j i=0 i=0
n+1 n
j = i+ 1 dans la premiére somme et on obtient : § = Z:z:j — Zx, Comme !'indice
j=1 i=0
n+1 n
de sommation est muet, on a : S = ZD«"@ - sz La relation de Chasles donne : S =
i=1 i=0
n n
i=1 i=1
n
e Calcul de S’ = (Xi41 — Xi_1) :
i=1
n n n
S = Z(ﬂfiﬂ —xi1) = inﬂ — in,l par linéarité. On pose alors le changement
. . Z:1 . . 1/:1 . Z:]- . .
d’indice : 7 = i 4 1 dans la premiére somme et le changement k& = ¢ — 1 dans la deuxiéme
n+1 n—1
somme et on obtient : S’ = Z Tj— Z xk. Comme 'indice de sommation est muet, on a :
=2 k=0
n+1 n—1
Z €T;— Z z;. La relation de Chasles donne : S’ = Z :L'l—l-l'n—l—l‘n+1—z T;—To—T1 =
=2 =0

k+1)(k—-2)
On transforme cette somme en utilisant les propriétés du logarithme népérien et on obtient :
k}2
n{— | =2ln(k) —In(k+1) —In(k —2).
(=g =m0~ 1)~ —2)

Ainsi transformée, la somme S est bien de type télescopique car on a bien une soustraction de
3 sommes de meme type avec Juste des décalages d’indice. En effet, par linéarité, on obtient :

n k2
2. Calcul de S = Zln [} :
k=3

=2 Z In (k Z In(k+1) Z In (k . On pose le changement d’indice j = k + 1 dans
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la deuxiéme somme et le changement ¢ = k — 2 dans la troisiéme somme et on obtient

n+1

n n—2
S = 2Y k)~ Y @) - ()
k=3 j=4 J=1

= 2In(3)+2In(n—1)+2ln(n)—In(n—1)—In(n) —In(n+1) —In(1) —In(2) — In(3)

- Gy

Exercice 5. Sommes télescopiques

1 b
1. Déterminer (a,b) € R? tels que Vk € N*, ) = kil + P En déduire :
e
P (k+1)(k+2)
2. Déterminer trois réels a, b et c tels que : Vk € N* F—1 _ ¢ + L + ¢ En
' ’ que " k(k+D)(k+3) ko k+1 k+3
n
k—1
déduire 1 leur d .
éduire la valeur de ;k(k—i—l)(k:—k?))
3. Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que : Vk € N* 1 ¢ + L + ¢ En
' ’ ane " kk+)(k+2) ko k+l . k+2
n
1
déduire la valeur de .
v kzzl k(k+1)(k+2)
n
1 n(n + 3)
Retrouver ce résultat par récurrence : montrer que Vn > 1: = .
v P due v = ; kk+ D)k +2)  4n+)(n+2)
Correction 5.
- 1
1. Calcul de S = —_—
kz::l (k+1)(k+2)
e On commence par montrer qu’il existe deux réels a et b tels que pour tout k € N* :
1 b
CESNCES) =7 i 1 + P2 En mettant au méme dénominateur, on obtient que :
(a+b)k+2a+0b . . :
Vk € N~*, = . Cette relation doit étre vraie pour tout
E+D(k+2)  (k+DE+2) Ve p
a+b = 0
k € N* donc, par identification, on obtient que : donca=1et b= —1.
20 +b = 1

n
. . e o 1 1
Ainsi, on obtient, par linéarité, que : S = kg_l el kg_l —_—
e 1[I s’agit alors bien d’une somme télescopique. On pose le changement d’indice : j = k+ 1

dans la premiére somme et le changement d’indice : ¢ = k+ 2 dans la deuxiéme somme et on
n+1 n+2 n+1 n+2

1 1 1 1 1 1
obtient : § = JZ:; 7 — ; T = 22 T kzg P12 nia en utilisation le fait que l'indice

de sommation est muet et la relation de Chasles.

k—1
2. e On cherche a4 déterminer trois réels a, b et ¢ tels que Vk € N*, AR =
b
g—i-i—i—L. On met sur le méme dénominateur puis on identifie car la relation doit étre
k k+1 k+3 )
. : kE—1 k*(a4+b+c)+ k(4da+3b+c) + 3a
raie pour tout k& € N*. On obtient : Yk € N*, =

vraiep k(k+1)(k + 3) k(k+1)(k +3)
a+b+c =0

Ainsi, par identification, on doit résoudre le systéme suivant : ¢ 4a+3b+c¢ = 1 .La
3a = —1
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1 2
résolution du systéme donne : |a = —3 b=1letc= -3

n
k—1
En déduire 1 1 de § = . On obtient d linéarité : § =
e FEn déduire la valeur de Zk(k—i—l)(k—i—fﬂ) n obtient donc par linéarité
—fz Zki—l—l_izki—i—?: On pose les changements de variable suivant : j = k+1

n+1 n+3 n+1 9 n+3 1
et i = k + 3 et on obtient : S——fz 27_727:_72 Zk §Z%
= k=4

car l'indice de sommation est muet D apres la relatlon de Chasles on obtlent : =

11+1+1+1+1+1 2 1+1+1 7g+1 1 2 2
3 2 3)"2"3"n+1 3\n+1 " n+2 " n+3) |9 3\ntr1l n+2 n+3)

= 1
. Caleul d :
3. Caleu el(z:lk(k+1)(k+2)

* Méthode 1 : calcul direct.

e On commence par montrer qu’il existe trois réels a, b et c tels que pour tout k €

1 b
* Rt ) (k1 2) = % + — 1 + PR En mettant au méme dénominateur, on
. 1 (a+b+c)k*+ (3a+2b+ c)k + 2a
obtient que : Vk € N*, = . Cette
4 k(k+1)(k + 2) k(k+1)(k + 2)
relation doit étre vraie pour tout k& € N* donc, par identification, on obtient que :
a+b+c =0
1
3a+2b+c = 0 donca=c= 3 et b = —1. Ainsi, on obtient, par linéarité, que :
2a =1

Zkk:+1 (k+2) Z Zk+1 7Zk+2

e [l s’agit alors bien d’une somme télescopique. On pose le changement d’indice : j = k+1
dans la deuxiéme somme et le changement d’indice : ¢+ = k + 2 dans la troisiéme somme
et on obtient :

1 n+1 n+2 n+1

" 182
= k(k+1)(k+2) - *Z*_Z Z Z*_Zk zkgk

= 3 (03)- (i) 2 (o) s

en utilisation le fait que 'indice de sommation est muet, la relation de Chasles et en
mettant tout au méme dénominateur.

* Méthode 2 : par récurrence.

e On montre par récurrence sur n € N* la propriété

- ~ n(n+3)
;k k+1 YE+2)  4n+1)(n+2)

e Initialisation : pour n =1 :
1 B 1 1
(k+1)(k+2) 11+1D)(1+2) 6
nn+3)  11+3) 4 1
dn+1)(n+2) 41 +1)(1+2) 4x6 6

* D’un co6té, on a : g 3

* De l'autre coté, on a :

Donc P(1) est vraie.
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e Hérédité : soit n € N* fixé. On suppose la propriété vraie au rang n, montrons qu’elle
est vraie au rang n + 1.

n+1 1 n 1 1
= + d’aprés la relation
;k(k+1)(k+2) ;k(k+1)(k+2) n+D)(n+2)(n+3) T
n+1 1
de Chasles. Puis par hypothése de récurrence, on obtient que : =
pat iyp d ;k(kﬂ)(km)
n(n + 3) 1 n3 + 6n2 + 9n + 4

+ = en mettant au méme
dn+1D)(n+2) (n+1D)(n+2)(n+3) 4(n+1)(n+2)(n+3)
dénominateur. Pour le numérateur on remarque que -1 est racine évidente et ainsi en

factorisant par n+1 on obtient par identification des coefficients que : n3+6n?+9n+4 =
(n + 1)(n? + 5n + 4). Puis le calcul du discriminant donne que n® + 6n? + 9n + 4 =

n+1
1
(n+1)(n®+5n+4) = (n+1)(n+1)(n+4). Ainsi on obtient que : ; AN =

(n+1)(n +4)
A(n+2)(n+3)

. Donc P(n + 1) est vraie.

n

1

e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N* : Z ?

< j(k+1)(k + 2)

n(n+3)
4n+1)(n+2)

n
Exercice 6. Sommes et dérivation : Soit n € N* et S = Z k(:)
k=1
n

1. On pose, pour tout = dans R, f(x) = Z (Z) 2%, Calculer f(z).
k=0

n
n
2. En déduire, pour tout = dans R, la valeur de g(z) = Z k<k> 2F1. puis en déduire S.
k=1
Correction 6. La dérivation d’une somme finie est une méthode trés classique qui permet d’obtenir

plein de nouvelles sommes. 1l s’agit juste d’utiliser le fait que (f +¢g)' = f'+ ¢’ et ainsi la dérivée d’une
somme est égale & la somme des dérivées.

1. D’aprés le binéme de Newton, on sait que : ’f(ac) =(1+ x)"‘

2. La fonction f est ainsi dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables. La fonction f
est définie par deux expressions différentes que 'on peut dériver :

e D’un coté, la fonction f vaut : f(z) = (1 + x)™. Ainsi, en dérivant, on obtient que :

Vz €R, f'(z) =n(l+z)" L.

n
e De l'autre coté, la fonction f vaut f(z) = Z <Z> e =1+nzx4 - +na" 42" =
k=0

n
n
1+ Z ( k:) 2%, La dérivée d’une somme étant égale a la somme des dérivées, on obtient
k=1

que :

Ve eR, fl(z) = 0+;k<:)xk_l

car le premier terme pour k = 0 est constant donc sa dérivée est nulle.

On obtient donc que : |Vz € R, g(x) = Z k(Z) 2t =n(1 4+ z)" L
k=1
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3. 1l s’agit de remarquer que S = g(1) = f’(1) et ainsi, on obtient que : On retrouve

bien le méme résultat.
n
Exercice 7. Sommes et dérivation : Soit n € N*. Pour tout z € R\ {1}, on pose f(z) = Zazk
k=0

1. Calculer f(x).

n n
2. En dérivant, calculer Z ka*=1 et en déduire Z kat.
k=1 k=1

3. Calculer de la méme facon : 2 k(k —1)zF=2.
k=2

Correction 7. I g’agit ici du méme type de méthode que pour D'exercice précédent sauf que cette
fois ci, on 'applique & la somme des termes d’une suite géométrique et plus au bindéme de Newton.

1. On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique et ainsi, on obtient, comme x # 1 :
n+1
vz e R\ {1}, f(z) =

11—z
2. La fonction f est dérivable sur R\ {1} comme produit, somme et quotient dont le dénominateur
ne s’annule pas de fonctions dérivables.

1—=x

1— anrl
e D’un coté, la fonction f vaut : f(z) = . . Ainsi, en dérivant, on obtient que :
—
1+ na"t —(n+1)a"

vr e R\ {1}, i) = =g

n n
e De l'autre coté, la fonction f vaut f(x) = Z:L’k =1+ Zxk La dérivée d’une somme
k=0

k=1
étant égale & la somme des dérivées, on obtient que :

Ve e R\ {1}, f(x) = ikxkil.
k=1

ALa somme commence bien & k = 1 car le terme pour kK = 0 dans f(x) est le terme
constant 1 qui est nul lorsqu’on dérive.

1+ na™™ — (n+1)a"
(1 —a)? '

On obtient donc que : |Vz € R\ {1}, Zk’:}:k_l =
k=1

n n n
Ona: Z kak = Z kx x 2F 1 =z Z kz*~1. D’apres la question précédente, on obtient donc :
k=1 k=1 k=1

n 1 n+l 1) ™
VmER\{l},Zk‘xk:xx —i—nx(l_x()?;c—i— o :
k=1

3. 1l faut ici remarquer que la somme correctionrespond & dériver deux fois la somme f(z) =

n n
Z F=1+z+ Z z¥. La fonction f est bien deux fois dérivables comme fonction polynomiale.
k=0 k=2

Et en dérivant deux fois, on obtient bien : Vo € R\ {1}, f"(z) = Z k(k —1)zF~2. Cette somme
k=2

commence bien & k = 2 car quand on dérive deux fois les termes 1 et z, ils deviennent nuls. En
dérivant deux fois ’autre expression de f, on obtient la valeur de la somme :

n —nln xn—l n2_ " — n(n — Z‘”'H
Ve e R\ {1}, ;k(k_l)xk_sz (n+1) +(21(_x)31) (n—Damtt
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Exercice 8. Sommes d’indices pairs et impairs

Soit n un entier naturel non nul. On définit les sommes suivantes :

”Zl < 2n )
— 2k + 1
1. Montrer que S,, + T}, = 2*" et S,, — T}, = 0.

2. En déduire une expression de S, et de T}, en fonction de n.

Correction 8. 1. e Calcul de S, + T}, :

", /on
S, = 0<2k:) et T, =

Si on ne voit pas comment débuter, on commence par écrire la somme S,, + T}, sous forme

2n

2n
développée. On obtient alors que : S, + 1}, = Z < I ) car on se rend compte en écrivant

les sommes sous forme développées que ’on obtient au final la somme de tous les coefficients

2n

binomiaux : S, correctionrespond en effet & la somme des coefficients binomiaux ( & ) avec k

. . N . . . 2 . .
pair et T, correctionrespond & la somme des coefficients binomiaux ( ,?) avec k impair donc
en sommant les deux on a bien la somme de tous les coefficients binomiaux pour k allant

de 0 & 2n. Ainsi, d’aprés le binéme de Newton, on obtient que : ’Sn + T, = 22" = 4", ‘

e Calcul de S, — T, :

De méme, on peut commencer par écrire la somme S,, — T, sous forme développée. On

k

2n
2n
obtient alors que : S, — T}, = Z < >(—1)’C car on se rend compte en écrivant les sommes

k=0

sous forme développées que 'on obtient au final la somme de tous les coefficients binomiaux
coefficientés par 1 ou par -1 : les coefficients binomiaux (216") avec k pair sont coefficienté par

1 et les coefficients binomiaux (Qk") avec k impair sont coefficienté par -1. Ainsi cela revient

. 2
bien & sommer tous les nombres ( "

de Newton, on obtient que : ’Sn +T,=(1-1)"=0. ‘

Sn+Tn = 220
2. 1l s’agit alors juste de résoudre le systéme

Sn—T, = 0.
donc S, =2?""let T, = 5, = 22n~1

& )(—1)k pour k allant de 0 & 2n. Ainsi, d’aprés le binéme

. On obtient alors : 25, = 227

Exercice 9. Soit (n,p,4) € N? non nuls. Calculer les produits suivants :

n i+n n
LTk et [* 4. [k —-2)
k=1 k=1 k:l
2. T[exo <k> 5. 11 (1 - ,32)
k=1 " k=2
T 2k Pk
3'g2k+1 6. tip—k

Correction 9.

n
1. Calculde [[k=1x2x3x - x(n—1)xn=|nl]
k=1

. On exprimera le résultat & l'aide de factorielles.
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Calcul de H k:

i+n
[[t = ix@+1)x(@+2)x--x(i+n)
k=1

Ix2x3x---x(GE—1]x[ix@+1)x(@+2)x- %X (i+n)]
[1x2%x3x--x(i—1)]

Ix2x3x---x(i—1)xix(E+1)x(i+2)x---x(i+n) (i +n)!

Ix2x3x--+x(i—1) (i—1)"

n k
2. Calcul d .
aw_elkm<g

(1=
S|
3=
3
o~

n
HeXp<k>=e}zerxeix enr_rlXe%:el+2+3+“:(n_1)+n:ekzl =e k=1 = engl
k=1 n
n
2k
3. Calcul d :

alcu eHZk—I—l

ﬁ 2k 2nx 2n—2)x...x4x2  (2nx(2n—2) x...x 4 x 2)?

2k +1 o @2n+D)x(2n—1)x...x3x1  (2n+1)x2nx...x3x2x1

(2" x (n—1) x ... x2x 1))? 221 (n!)?2

(2n + 1) (2n + 1)

n

4. Calcul de [](4k —2):
k=1

ﬁ(4k—2) = ﬁ2(2k:—1) =2"x2n—-1)x(2n—3) x...x3x1
k=1

k=1
2" x2nx (2n—1)x 2n —2) x ... x3x2x1 2" x (2n)! | (2n)!
2nx (2n—2) x ... x4 x2 xnx(n—1)x...x2x1
n
5. Calcul de [] (1—1{12> :
k=2

k=2 k=2 HkQ Hk; Hk Hk‘ Hk‘
k=2 k=2 k=2 k=2 k=2
n+1
2n
p—1
n—k
6. Calcul de :
L=
p—1
- [T %)
Hn—k_k:O ~nn—1)n-2)x---x(n—-p+1) nn-1)n-2)x---x(n—-—p+1)
lp—k  pol  opp-Dp-2)x---x2x1 p! '
= [[e-#
k=0

On essaye alors d’écrire le numérateur avec des factorielles. On obtient : n(n —1)(n —2) x - - - X
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nn—1)(n—2)x---x(n—p+1)]x[(n—p) x - x2x1] n!

— 1) = = ——. Ainsi
(n=p+1) (n—p)x---x2x1 (n—p)! st on
Pk n! n
obtient au final que : = ' :< >
,};[Op—k pln—p)}! \p

n
k
E ice 10. Soit N*. Calcul El — .
xercice oit n € alculer 2 n<2>

Correction 10. On cherche a calculer S = Z In <

) . D’apreés les propriétés du logarithme népérien,
k=1

on a :

B kY e |
S—ln<H2>—ln - —ln<2n>.
k=1 I 2
k=

|
Ainsi on obtient que : | S = In (n>

Exercice 11. Dans cet exercice, n,m et p sont deux entiers naturels non nuls et £ un nombre
complexe. Calculer les sommes doubles suivantes :

n

n om ) n k n j ,jUi
LY bl ) DI LYy
— — l+1 xJ
p=0 ¢=0 k=0 I=k j=1 i=0
n n n 7 n 4 ] n n ]
2. 1 5. J
DRI WU DD I ey (1)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1j=1 i=1 j=1i
n.on ‘ n? k+2
3.3 > 2 6 ki
=17=1 k=0 i=k
Correction 11.
n m
1. Calcul de ZZp(qz—i-l) :
p=0q9g=0
n m n m m
dopl@+1) = ) pY A +p) 1
p=0 ¢=0 p=0 q=0 q=0
n n n
mm+1)(2m + 1 mm—+1)(2m + 1
= 3 P gy | < MO S 3
p=0 p=0 p=0
mm+1)2m+1)nn+1 nn+1
_ [ mlmt DEm A Dl k1) gyl T)

2. Calcul de Z“:il et de Zn:zlzl :

i=1 j=1 i=1 j=1

n n n [ n T n n
Y 1= 131 =Y = 1=[n2]
i=1 j=1 i=1 |j=1 | =1 i=1

n (] n (3 n n
DY o1=>" 1| = [i]:Zi:n(n;D.
i=1 j=1 i=1 |j=1 | i=1 i=1
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3. Calcul de iiizi :

i=1 j=1
n o n 1 J n n 1_9n n
DY i = Z 2223 = ZZ [zx2 ]_2(2"—1)Zi_](2"—1)n(n+1).\
i=1 j=1 i=1 | j= i=1 | j=1 i=1 i=1
4. Calcul de :
ZZ o

On commence par essayer de calculer la somme la plus intérieure. On n’y arrive pas car on ne
connait pas la somme des inverses. Ainsi on va donc commencer par inverser le sens des symboles

sommes. On a :
n

nk k nlk
3D Tl Dil e R D) DY

Ainsi on

IVANRVAN
~
IAIN

3
——
o O
VARVAN
ININ

On peut également détailler les calculs : { 2 ln

o

obtient que :

R

n

! n n
1 B 1 10+1)] 1, [nm+1)
1Zk]—120[z+1x 2 ]—2 =77

= 1=0 k=0 1=0
n i
5. Calcul de » ) x :
i=1 j=1
° Sile,ona:Zij2221:Zi:%.
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

S ALY S Y Zxa e B IR _x121—2x]

i=1 j=1 i=1 | j=1 =1 =1 i=1

x [ 156"}
n—x )
—x l1—=x

Ainsi on obtient que : Z Z 2 =

i=1 j=1
n? k+2
6. Calcul de » ) ki’
k=0 i=k
n? k42 n? k+2 n? n2
SN ki = Z[kZz‘Q] =D [k(F+ (k+1)*+ (E+2)?%)] = k(3K + 6k +5)
k=0 i=k k=0 L i=k k=0 k=0
n? n? n? 2/ 9 2 2/ 9
1 1
= 3 B 65 K45y k= 3<"(”2+)> +n2(n2+1)(2n2+1)+5”(”2+).
k=0 k=0 k=0
7. Calcul de ZZ
j=1i= O
n J ; n J n
v 1
e Siz=1,ona sz—]: le j:n(n;_)
j=1 =0 L j=1 i=0 =1
n J xz n _; J ; n 1 _$]+1 1 n 1 J
R D 3D D Sl D S e D R I [ I
7=1 =0 7=1 1=0 7j=1 =
y Z]:xi ! [1_(:}”)” xn]
o J 1—=x r—1
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8. Calcul de z“:i <‘:> :

i=1 j=i
On commence par essayer de calculer la somme la plus intérieure. On n’y arrive pas. Ainsi on va
donc commencer par inverser le sens des symboles sommes. On a :

230 - 2.0 -520)

i=1 j=i 1<i<j<n j=1i=1
) e 1 < i < n 1 <5 < o
On peut également détailler les calculs : { i < j < n — { 1 < i < Ainsi on
n j j n 7 j n
obtient : = = 1] = n_1)—n.
w33 () =3 [,Z <>] S -1 =[2E D n]
7j=11=1 7j=1 L:=1 7=1
Type DS
Exercice 12. Soit (F),),en la suite définie par Fy =0, F; =1 et pour tout n >0
P%+2::P%+14'Fh~
n n
1. Montrer que pour tout n € N on a : ZF2k+1 = Fopio et Z For = Fopyq — 1.
k=0 k=0
n
2. Montrer que pout tout n € N on a Z F,f =F,Fot1.
k=0
3. (a) On note ¢ = % et ¢ = 1_—2‘/5 Montrer que ¢? = ¢ + 1 et ¥ = + 1.
(b) Montrer que 'expression explicite de F, st donnée par F,, = %(cp" — ™).
F
(¢) En déduire que lim ntl—
n—oo n

Correction 12. 1. Nous allons montrer ces propriétés par récurrence sur Uentier n € N. Soit P(n)

la prorpriété définie pour tout n € N par :
n n
?KTQ = « jz:f6k+4 = Fonyo et jz:fﬁk = Fopy1 — 1.
k=0 k=0

Montrons P(0). Vérifions la premiére égalité :
0
ZszH =In=Kn=1
k=0
et

Fr=F+I=1

Donc la premiére égalité est vraie au rang 0.

Vérifions la sedonde égalité :
0
> FPyp=F=0
k=0
et
o1 —1=F—-1=0

Donc la seconde égalité est vraie au rang 0. Ainsi P(0) est vraie.
Hérédité :
Soit n > 0 fixé. On suppose la propriété vraie a I'ordre n. Montrons qu’alors P(n + 1) est vraie.
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Considérons la premiére égalité de P(n + 1). Son membre de gauche vaut :

n+1

n
> Fokp1 =) Fars1+ Fants
k=0 k=0

n
Par hypothése de récurrence on a Z Forr1 = Fopyo, donc
k=0

n+1
> Popp1 = FPanya + Fanys.
k=0

= Foptq. d’apreés la définition de (F)nen

= Fy(ny1)+2-

La premiére égalité est donc héréditaire.
Considérons la sedonde égalité de P(n + 1). Son membre de gauche vaut :

n+1 n
Z o, = Z For + Fopyo
k=0 k=0

n
Par hypothése de récurrence on a Z Fop, = Fopy1 — 1, donc

k=0

n+1

Zsz =Fopi1 — 14 Fopgo.
k=0

= Fy,y3 — 1. d’apres la définition de (F},)nen

= Fy(nt1y41 — 1.

La seconde égalité est donc héréditaire. Finalement la propriété P(n + 1) est vraie.
Conclusion :
11 résulte du principe de récurrence que pour tout n > 0 :

n n
> Fopp1=Fonsaet Y Fop = Foppr — 1
k=0 k=0

n
2. On va montrer par récurrence que P(n) : Z Fk? =F,F,.1.

k=0
Initialisation : Pour n = 0, on a 22:0 F,? = FO2 = 0 et FyF} = 0. La propriété est donc vraie
au rang 0.
Hérédité :
Soit n > 0 fixé. On suppose la propriété vraie & 'ordre n.
n+1 n

On a Z F? = Z F? + Fsﬂ Par hypothése de récurrence on a Y p_o FZ = F,F,41 donc :
k=0 k=0

n+1

ZszanFn-&-l"i‘Fr%Jrl
k=0

= n—i—l(Fn + Fn+1)
= Fpo+1Fn+2  par définition de (F),)nen

La propriété P est donc vraie au rang n + 1.
Conclusion :
1l résulte du principe de récurrence que pour tout n > 0 :
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n
P(n): Y F}=FFop
k=0

3. Le polynéme du second degrés X?— X —1 a pour discriminant A = 144 = 5 les racines sont donc
p= 12—‘/5 et P = 1_7‘/5 En particulier, ces nombres vérifient : > —p—1=0cet )2 —1) —1 =0,
c’est-a-dire

’¢2:¢+1et¢2:w+1.‘

4. Notons :u, = %(gp” — ™) On a

1
Up = ﬁ(@o —4%) =0
1
up = %(901 ) =1
et pour tout n € N on a
Unto = —= (" — ")

(" () — " (¥?))

(P"(p+1)—¢"(¢p+1)) D’apres la question précédente

Sl-Sl-&al-Sl-sl

((pn-i-l + (Pn o wn—&-l _ ¢n)

1
(SDn_H _ wn—&-l) + ﬁ(pn _ Qpn)

= Up+1 + Up

(" =y").

Donc u,, satisfait aussi la relation de récrurrence. Ainsi pour tout n € N, u, = F,, =

Sl

5. D’apres la question précédente on a pour tout n € N :

Fn+1 ()On—l-l _ wn—&—l

Fn <P"—1/J”

Donc,

s
6

Remarquons que |¢| > |¢| en particulier |%| < 1 et donc
n+1
lim <w> =0.
n—oo (’D

. Fri1
limy,— o ;,n = .

Finalemetn
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Exercice 13. Dans cet exercice, on considére une suite quelconque de nombres réels (a,)nen, €t on

pose pour tout n € N :
n
n
b=3" <k>k

k=0

Partie I : Quelques exemples

1. Calculer b, pour tout n € N lorsque la suite (a,)nen est la suite constante égale a 1.
2. Calculer b, pour tout n € N lorsque la suite (ay,)nen est définie par a,, = exp(n).

3. (a) Démontrer que, pour tout (n > 1,n >k > 1),
n n—1
k = .

n
(b) En déduire que : Vn € N, Z (Z) k=mn2""1
k=0
(c¢) Calculer la valeur de by, pour tout n € N lorsque la suite (ay)nen est définie par a,, = n%rl
Partie II : Formule d’inversion

Le but de cette partie est de montrer que la suite (ay,)nen s'exprime en fonction de la suite (by,)pen-

1. Montrer que pour tout (k,n,p) € N3 tel que k <p<nona:

n+1\(p\ (n+1\/n+1-k
P k) k p—k )
2. Montrer que, pour tout (k,n) € N2 tel que k <n on a:
n—k
(n+1—k e
ST =
i=0
3. Montrer que pour tout n € N on a
n p n
n+1\/n+1-k K _k(n+1
—1)P R = S (=1)n b
22 () (et e (U
p=0 k=0 k=0

4. Donner, pour tout n € N, ’expression de a1 en fonction de b, et de aq, ..., an.

5. Prouver, par récurrence forte sur n que :
- n
_ _1\n—k
VneN,an—Z( 1) (k)bk
k=0

6. En utilisant le résultat précédent montrer que pour tout n € N :

" /n
> <k> K2k (—1)"F = 2n.
k=0

Correction 13. Partie I : Quelques exemples
1. Pour ap, =1, b, =Y 1, (7) = 2"
2. Pour a, = exp(n), by = Y 1 (1)e" = (1 +e)™

w
—

&
~—

n\ n! B n! B (n—1)! ~ (n—1
k<k> = =) - D=k =D —1) = (k= 1))! _”<k_ 1>
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(b) Comme le premier terme est nul Y7o (1)k = Y5, n(z:%) Et d’aprés la question précé-
dente on a done Yj_o (})k = n>p_; (77]) Or en faisant un changement de variable on
obtient Y (Zj) = Z;(l) ("gl) Donc

" /n
Z (k) k=n2"1

k=0

(c) D’apres la question 3a) on a (k + 1)(21}) = (n+1)(})- Donc

1 n+1 B 1 n
n+1\k+1) k+1\k

z”:(n) 1 -1 (n+1>
= \kJk+1 =nt+ 1 \k+1

On fait un changement de variable k + 1 = j on obtient

"\ 1 Y1 /g
Z()@/mzan( o)

Ainsi

k= j=1
1 §<n+1>_1
n+1 = J
_L n+l
_n+1(2 1)

Partie IT : Formule d’inversion

1. C’est 'exercice 2 du DM 4.

i=0
Et d’aprés le BAN :

et

Ce qui donne le résultat.

n+1 n

n+1 n+1

3. bpy1 = E < k )ak = < i >ak + ap11- Donc
k=0 k=0

" /n+1
an+1=bn+1—z< 1 >ak

k=0

P
4. Soit P(n) la propriété : " Vp <na, = Z(—l)p_k <Z> by."
k=0
J . 0 0
Montrons P(0) : "Vj < 0a; = Z:(—l)ﬁ’C <k:> b." Il suffit de vérifier ag = Z:(—l)oflg (k) by
k=0 k=0
0

0
0 0
Et on a kzo(—l)o_k <k> by. = by Par ailleurs, par définition by = kz_o (k) a = ag. Ainsi P(0) est

vrale.
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Hérédité
On suppose que P est vraie pour un certain entier naturel n fixé. Montrons P(n + 1). Pour cela

il suffit de vérifier que
e, n+1
_ +1-k
S A

k=0
Or on a vu que
n
n+1
Apt1 = bpy1 — Z < >ap
p=0 p

et en utilisant I’hypothése de récurrence on obtient

()2 () B (e

= p=0 P
3 (") (2) s
: Z G [ [Eh e

D’aprés la question IT . 1.
On échange les deux symboles sommes on obtient :

E OB
+
k

p=0 k=

En faisant le cahngement d’indice p — k = i.
On obtient finalement en utilisant la question 1I. 2.

Sl GUISS ) N

p=0 k=0
On conclut en remarquant que b, 1 = (Zﬁ)bnﬂ(—l)”“_("“) et ainsi
n+1 " n—+1 s, n—+1
a1 = (1) <n+1)bn+1+2(—1)"“’“< N )bk :Z(—mﬂ’f( i )bk
k=0 k=0

5. On a vu dans la partie I que pour a, = n on a b, = n2" 1. Donc en appliquant le résultat

précédent on a
3 (Z) k2h1(—1)nF = g
k=0

Ce qui donne finalement

> LS 2y (3) 2t =2

k=0 k=0

Exercice 14. 1. Montrer par récurrence que pour tout n € N,

- 2 nn+1)2n+1)
2 6
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2. Soit i € N et n € N tel que ¢ < n. Caculer en fonction de i et n :

>

J=i+1
, o T sii>]
3. On rappelle que ’on note max(i, j) = j sinon Montrer que pour tout n € N,

S max(i,j) =3 w

i=1 j=1 =1

4. En déduire que

z": zn:max(i,j) — (n(n + 1)6(4n - 1)>

i=1 j=1

5. On note

Sk = Z max (i, j%).

4,7€[[1,1000]]

(a) Rappeler ce que renvoie l'instruction Python range (a,b) avec deux entiers a,b € N tel que
a <b.

(b) Ecrire un script Python qui demande a V'utilsateur la valeur de k, calcul Sy et affiche le
résultat.

k2 — 0 et 0%1%(2+0+1)

5 = 0 la propriété est vraie au

Correction 14. Pour n = 0 on a d’une part 22:1
rang 0
Montrons ’hérédité de la formule et supposons qu'’il existe n € N tel que > k2 =

On a

n(n+1)(2n+1)
6

n+1 n
SR =K+ (n+1)
k=1 k=1

et donc par hypothése :

nn+1)2n+1)

D k= c + (n+1)?

(n+1)[n2n+1)+6(n+1)
(n+1)2
(n+1)[2n? + +7n + 6)
(n+1)2
~ (n+D[2n+3)(n+2)
N (n+1)2
m+1)((n+1)+1)2n+1)+1)
(n+1)2

La formule est bien héréditaire elle est donc vraie pour tout n € N.
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k
S
f

(n+i+1)(n—1)

n
D’apreés le cours : Z j=
j=it+l

2

Z max(i,j) = ZZIH&X(%J')

i,j€[1,n]

Z max(i, j)

i,5€[1,n]

range(a,b) renvoie la suite d’

0
or i in range(1,1001):
for j in range(1,1001):
if ie=j:

S=S+j *x*k
else:

S=S+1i *xk

print (S)

i=1 j=1
noi n n

= Z Zmax(i,j) + Z Z max(i, j)
i=1 j=1 =1 j=i+1

i=1 j=1 i=1 j=i+1

_ - 2y - (n+i+1)(n—1)

2 -2 -
. .9 n®—1+n-—1
_E:Z+ 2
=1
n

)

1 ~ 5 N
=5 (n(nz—l—n)—i—Z:zQ—Zz)

— % <n2(n 1)+ n(n+ 1)6(2n +1) n(n; 1))
:;<Mn+nwng@n+n_3>

% (n(n + 1)6(8n _ 2))
:<mn+%?n_n>

entiers de a & b — 1.

int (input (’quelle est la valeur de k 7 ))

#on fait une boucle for pour obtenir la somme sur
#et une deuxieme pour la somme sur j
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