Correction TD 4 - Nombres
Complexes

Entrainements

Forme algébrique

Exercice 1. Mettre les complexes suivants sous forme algébrique simple :

[\]

e

.z

130 (1+1)? 9. z=(5—2i)?

T 1430 A= Ty 1
(I—1) 10, =
Cz=(i—2)? 6 o L ' (4 —1)(3+ 2i)
= el 11, - BEDE=3)

1—52 _ 12019 ~ 9245

9 7. z=(141) 1®

(VB o ,_2%5i 25 12. 2 = (V3 - 2i)

1+iV3 T 1= 1+

Correction 1. Dans cet exercice, je ne détaille pas forcément tous les calculs, je ne donne que la méthode
générale ou des indications.

1.

. Mettre sous forme algébrique z =

1-—3i 4 30
Mettre sous forme algébrique z = T 3} tlz= e gl On a un quotient de nombres complexes dont
i

on vaut la forme algébrique : on multiplie par le conjugué du dénominateur.

. Mettre sous forme algébrique z = (i —v/2)3 : |z = /2 + 5i.| On utilise ici une identité remarquable.

1+ 4i 19
1 i_ 5; 1FT 796 + Z% On a un quotient de nombres complexes

dont on vaut la forme algébrique : on multiplie par le conjugué du dénominateur.

\/§—i>9_

z = (—i)Y = —i. | Ici plusieurs méthodes marchent

1+iv3

bien : Soit on commence par mettre sous forme exponentielle le nombre complexe

Mettre sous forme algébrique z = <

—1
—— = en mettant sous
1+iV3
forme exponentielle le numérateur d’'un coté et le dénominateur de I'autre coté puis on passe a la puissance

en multipliant par le

V3—i
1+iv3

9. Soit on commence par mettre sous forme algébrique le nombre complexe

conjugué du dénominateur et on passe & la puissance 9.

1+1i)?
. Mettre sous forme algébrique z = Q : La encore il y a plusieurs méthodes qui marchent

(1-1)?
bien. Une possibilité est de mettre sous forme exponentielle 1 + ¢ d’un c6té et 1 — ¢ de l'autre c6té puis de
les passer au carré et enfin de faire le quotient.

. 1 .
. Mettre sous forme algébrique z = 4——— : On peut par exemple commencer par tout
i1
A ) . . 1 1+ . .
mettre sous le méme dénominateur en bas et on obtient z = — = —— = i(1 + ).
T+ !
Mettre sous forme algébrique z = (1 +1)2019 ; ’z = —21009 4 910094 ‘ Ici il faut commencer par mettre

sous forme exponentielle 1 + i et on obtient que 1 + i = v/2¢'1. Ensuite on passe a la puissance et on

N 2019 20107
obtient que : z = (\@623) = 21009/2¢! 11 faut alors compter le nombre de tours complets que 1’on
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20197

x 21 et de faire la division euclidienne

201
de 2019 par 8. On obtient : 2019 = 252 x 8 + 3 et ainsi on a : % X 2m = 252 X 27 + ?% Ainsi on a :

2 = 21009, /5 oi(252x2m+5F) _ 91009, /5 <_§ + gz) _ 91009 | 91009;

a fait dans . Une facon de voir les choses est d’écrire :

2+51i 2-5i

8. Mettre sous forme algébrique z = — + — 1|z = —3. | On peut par exemple mettre sous forme

gébriq T peut p p
algébrique chaque terme de la somme de facon séparée en multipliant par le conjugué puis on les somme.

9. Mettre sous forme algébrique z = (5 — 2i)3 : ’z = 65 — 142:. ‘ On utilise une identité remarquable.

1 14 5
10. Mettre sous forme algébrique z = m 2= 221 Zﬁ On peut multiplier par le conjugué
du dénominateur a savoir (4 +7)(3 — 2i).
3+1i)(2—3i 69 17
11. Mettre sous forme algébrique z = w : |z = — —1—.| On multiplie par le conjugué du
—2i+5 29 29
dénominateur.
12. Mettre sous forme algébrique z = (v/3 — 2i)* : |z = —47 4+ 8V/3i.| On développe avec le binéme de
Newton.
— 3
Exercice 2. Soit x un réel fixé. Calculer la partie réelle et imaginaire de (x +14)? et de 2;51712
x — 2ix

Correction 2.

e Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de (x +1i)2? : En développant (z + )2, on obtient
(x+1i)? = (2% — 1) + 2iz. Ainsi

Re[(z+1i)?] =2 -1 et Im[(z+1)? =2z

x — 3i oz —=3i (z — 3i)(z% + 1 + 2ia

X~ . Ona: -
X2 +1-2ix U211 " 2ix 4+ 622 + 1

e Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de

Ainsi, on obtient

a9 2 _ 2 —r2 _
Re( x —3i ): xz(x®+7) ot Im( x —3i ): x*—3

2+ 1— 2z x4+ 622 +1 2 +1—2ix xt+ 62241

Forme trigonométrique ou exponentielle d’un nombre complexe

Exercice 3. FKcrire les nombres suivants sous forme exponentielle et trigonométrique :

1. z=-18 g 5 2 . 21

9 s _7i . 2= —9|cos ? + 2sin ?
= ; 1

3. 2 1—1—@.5 9‘Z:i .

4. z=(1+1) i — o=

3
. 20
5. .- LEIV3 o . (1413
V3 i A

6. z = —2¢'3e 1 1 -
5r\ 6
5m M. z2=———,0#—+4+km, keZ
7. 2= —10e'T (2€Z78 ) : 1+itan@’ 7 2 +
et't 1+itan(6)\" 7r
12. 2= ———= eEN, 0# —+km keZ
: (1—itan(9) nEN, O 5+ b,

Correction 3. Dans cet exercice, je ne détaille pas forcément tous les calculs, je ne donne que la méthode
générale ou des indications.
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1. Mettre sous forme exponentielle z = —18 : . On a en effet commencé par calculer le module
qui vaut 18, puis on a mis en facteur le module et on a mis —1 sous forme exponentielle.

2. Mettre sous forme exponentielle z = —7i On a en effet commencé par calculer le module

qui vaut 7. Puis on a mis en facteur le module et on a mis —7 sous forme exponentielle.

3. Mettre sous forme exponentielle z=1+1i:|z = V2¢'1.| On a calculé le module qui vaut v/2 et on I'a
mis en facteur.

4. Mettre sous forme exponentielle z = (1 +1i)% : On commence par mettre 1+ i sous forme exponentielle
et on obtient que 1+ i = v/2¢'5. Ainsi on obtient que (1 + )7 = (\@)%i%ﬂ = 426 . Ainsi on a :

z = 4\@&%.

141 iz
5. Mettre sous forme exponentielle z = \/§ \F Ici on peut par exemple mettre sous forme

—1i
exponentielle d’'un c6té le numérateur et de 'autre c6té le dénominateur. Puis on utilise les propriétés sur
les quotients d’exponentielles.

6. Mettre sous forme exponentielle z = —2e'5e 71 : Ici le calcul du module donne |z| = 2 car pour tout
0 cR: e’ =1. Onadonc:z:2[—1xe%ﬂ x e 7| =2¢"5. Ainsion a:| z = 2e 15
. 2ei5?7T 6
7. Mettre sous forme exponentielle z = —10e'™ T : Méme type de calcul qui utilise les propriétés
e 4
de I'exponentielle. Ici le module vaut 10 x 26 = 640 et on obtlent que z = 640¢’ =, On simplifie alors €’ =
—27 —28 —27n
en remarquant par exemple que A "= Z+ T+ Z Ainsi on a: et 1 = i) = T Ainsi

5
ona:|z=0640e"1 .

2 2 - 2T (s
8. Mettre sous forme exponentielle z = —5 | cos il + isin i} t| 2 = 515+ = 5¢'5 | En effet
5 5
ona:z=—5e%s =5heeis
1
9. Mettre sous forme exponentielle z = - T @ Mettons tout d’abord sous forme exponentielle Z =
2 23

) 1
L = Ona |Z| = —=, ainsi,

R V3

]. 1T
Ainsi comme z = = on obtient : |z = \/3672? = \/§j2.

. 1+iv3 . . .
10. Mettre sous forme exponentielle z = 1\f : On commence par mettre ce qui est a l'intérieur
—1i
de la parenthése sous forme exponentielle. Comme c’est un quotient, on met sous forme exponentielle de
1+iv3  2€'5 7
+ \[ = — = /2¢'72 . Ainsi on
1—1 \/56713

20 ,
. Tn 1407 357 - 5 , 5m sr L
obtient : z = <\/§e“2> = 2107 = 2106i%3% — 9106im(10+3) _ 910  o10im o i — 910605  Ajngi on a :

facon séparée le numérateur et le dénominateur et on obtient que :

;5
z =203,

1
11. Mettre sous forme exponentielle z = 1 itand’ 0 # T +km, k € Z : Commengons par calculer le
itan

module. Le formulaire de trigonométrie donne |z| = | cos #]. Il faut donc discuter selon le signe du cosinus.
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e Sicosf > 0, c’est-a-dire si Ak € Z, —g + 2k <6< g + 2km,alors

1 .
2 =cosh x ————— = cosfe ¥,
cosf +isin6

3
e Sicosf <0, c’est-a-dire si Ik € Z, g +2km <60 < ?ﬂ + 2k ,alors

1 L
= —cosfe™e

_ i(m—0)
cosf + isin @

z = —cosf x = —cosfe .

1+itan(6)\"
12. Mettre sous forme exponentielle z = w ,neN, 0# T +km, k € Z : Ici plusieurs mé-
1 —itan(0) 2
. o . 1+ itan (0) )
thodes sont possibles. On peut par exemple commencer par simplifier le quotient m On obtient
— itan
en utilisant la définition de la tangente :
0)+isin (0
L ritan(9) RO os(0) +isin (6)
1 —itan (@)  cos(®)=isin(6)  cos(f) —isin (6)
cos (0)
1l suffit alors de remarquer que : cos (f)+isin () = ¢ et que cos () —isin (§) = cos (—0)+isin (—0) = e~ en
A 14 ¢tan (6
utilisant la définition de €%, la parité du cosinus et 'imparité du sinus. Ainsi on obtient que : W =
—itan
i0 , ,
efw = ¢%% En passant a la puissance n, on obtient que :

e

Exercice 4. Soit t € R. Donner 'expression du module de z; et zo. Mettre 29 sous forme exponentielle.
21 =24+ 2t—1 et z9 =1 —cost+ ¢sint.

Correction 4.

e Calculer le module de z; =t2+2ti—1:0On a

P = - 12 +4 =t + 22 + 1= (1 + )2

Ainsi, | |21] = /(1 +12)2 = |1 + 2| = 1 + 2| car la somme de deux nombres positifs est positive.

e Calculer le module de z2 =1 —cos(t) +isin(t) : On a:
2 2 | 2 .ot
|z2|* = (1 — cost)” +sin“t = 2(1 — cost) = 4sin <2>
Ainsi, |z2] = 2|sin (%) |. 11 faut alors discuter selon le signe du sinus qui n’est pas toujours positif.

t t ) t
* Si sin (2> >0, on a ||z = 2sin <2> Etude de sin (2> >0:

t
sin<2> >0« dke”Z, 04 2kn <

t
§§7r+2k7r<:>5|k62, 4km < t < 27w + 4km.

t t . t
* Si sin (2> <0, 0on a ||z =—2sin <2> Etude de sin <2> <0:

t
sin<2> <0< dkeZ m+2kn <

t
§§2W—}—2k7r<:>5|k62, 2m + 4km < t < 4m + 4km.
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t
e Mettre z2 sous forme exponentielle : On distingue donc deux cas selon le signe de sin <2>

*x Cas 1 : Lorsque t vérifie : 3k € Z, 4k < t < 2w + 4kw (0 ne se met pas sous forme exponentielle, il
faut donc étudier uniquement les nombres complexes non nuls ce qui explique les inégalités strictes) :

t
On a alors |z2| = 2sin (2> et donc

. t jT—t
Dans ce cas, on a donc obtenu que | zo = 2sin (2 ez .

* Cas 2 : Lorsque t vérifie : dk € Z, 27 + 4km < t < 47 + 4k7 :

t
On a alors 23| = —2sin <2> et donc en refaisant le méme type de raisonnement que ci-dessus :
t - / S N\ aae
29 = —2sin | — [*6171 = —2sin | = [emel?t} — —2sin [ - ™",
2 2 2
. [t ;3m—t
Dans ce cas, on a donc obtenu que |29 = —2sin | = |e* 2 .

e Autre méthode : On peut également utiliser la méthode de I’angle moitié. On a en effet :
.. —it it it it .. t —it . t o=t
zo=1—cost+isint=1—¢e¢""=e 2(62—6 2>:2zsm 5 e ‘2 = 2sin 3 e 2.

On reprend ensuite les mémes cas, et on obtient les mémes résultats que précédemment.
Exercice 5. Soit u € C un complexe de module 1 et d’argument . Préciser le module et un argument de 1 + .

Correction 5. Module et argument de 1 4+ u avec u de module 1 :
Comme u € C est un complexe de module 1, il s’écrit sous la forme u = ¥ avec  un argument.
Par la méthode des angles moitiés, on obtient :

14+u=¢0 4% = e%o <e_i§ +€z;p) = 2cos (g)e%

Ainsi, |1 +u| =2 ’cos (%)‘ et il faut étudier le signe de cos (%)
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|1+ u| = 2cos (g)
e Si cos (%) > 0, alors

Mgﬂ+u)z§pﬂ.
Et la résolution de cos (%) > 0 donne
¥ T p m
COS<2) >0&3dke’, —§+2kﬁ§§§§+2kw(:>3kez, —m 4+ 4k < o < 7w+ 4kT.

|14+ u| = —2cos (%)
e Si cos (g) <0, alors
arg (1 +u) = % + 7[27].
En effet, —1 = '™,

Et la résolution de cos (%) < 0 donne

+ 2km <

COS(?)SO@E%EZ, g ST

7+2k7r¢>§|k:€2, m+ dkm < p < 37 + 4km.

T
2
Exercice 6.

1. Soient a et b des réels tels que b ne soit pas de la forme : (2k + 1)7 avec k entier.
1+ cosa+isina

1+ cosb+isinb’

Calculer le module et un argument de

1—cosa+tsina
1—sinf+icosf

2. Soit (a, B) € [0, 27[2. Déterminer la forme exponentielle de Z =

Correction 6.
1+ cosa+isina

1-+cosb-+isinb :

1+ cosa—+isina 1+ e
On peut remarquer que : = —. On utilise donc la méthode de 'angle moitié pour le
P uet 4 1+ cosb-+isinb 1+ et & P
numérateur et le dénominateur. On obtient

1. Module et argument de Z =

.. ia a ia
1+cosa+isina e22cos (%) ez cos(

)
)

On peut remarquer que ce nombre est bien défini car le dénominateur est bien non nul car on a supposé que

1+cosb+isinb 6%2005 (%) B e%cos(

SIS

b
b n’est pas de la forme 2km + 7 donc 3 n’est pas de la forme km + g avec k € Z et ainsi cos (%) ne s’annule

pas. On obtient donc
_ l+4cosa+isina cos(

a
2
"~ 14cosb+isinb  cos (g)

)

Z

COS (

IS

e Calcul du module : |Z| = . Ainsi, il faut étudier des cas selon le signe de ce qui est & 'interieur

cos (4)
du module.
. cos (%) . o . o .
e Cas1:Si (b) > 0, & savoir s’ils sont tous les deux positifs ou tous les deux négatifs, on obtient
cos (2
2
alors :

a—b
Z est alors bien sous forme exponentielle et un argument de Z est ——.
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COS (

)
)

N

e Cas 2 : Si

< 0, a savoir si I'un est négatif et I’autre positif, on obtient alors :

)
) cos (3)

COS (

NS

COS (

S

7] = -

(ceits) = - (5) (o5t 4m)
COS (

Do

a—b
Z est alors bien sous forme exponentielle et un argument de Z est —— + 7.

1- . .
2. Déterminer la forme exponentielle de Z = C,OS (a) +.1s1n () : on utilise le méme type de raisonne-
1 —sin(B) 4+ icos (B)

ment, en remarquant que :

1 — (cosa —isina) 1—e@ 1—e@

~ 1+4id(cosB —isinf) 1+ ieiP - 1 +ei(%*5)'

On utilise ensuite la méthode de 'angle moitié, et on distingue 3 cas :

sin (& sin (& B-a_ m
e Si ¢ > 0, alors Z = ﬁe’(% +3).
cos (g - %) cos (g - %)
sin (%) .
e 5i ———=~— =0, alors Z = 0 et n’admet pas de forme exponentielle.
cos (ﬁ - E)
27 4
] a 1 a . — T
esi ) g s g — -8 ()

cos (g - %) cos (g - %)

Exercice 7. On rappelle que j = e
1. Calculer 52 et 1+ j + 5°.

1
et

2. Simplifier les expressions (1 + 5)?, T
J —J

Correction 7.
1. Calcul de j2 et de 1 +j+j%:
3

Ona:j3= (a%") = 2™ = 1. Pour le calcul de 1 + j + 52, on reconnait la somme des termes d’une suite
géométrique de raison j # 1 et ainsi

1+j+5%= 11__5) =0.
2. Calcul de (1 +j)°, ; et de ! :
(L+5)* 1-j?
e (1450 = (=20 ==j0=—j"xj=—j=—e¥.
1 1 1 1 9 —dir
Caet AR T T
e En remarquant que 37 = j, on obtient :
I 1—42 B 1—3j 1 1—3j

L= (=203 1-2-2-]?| 1+1+1 3
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Applications des nombres complexes

Exercice 8. Linéariser les expressions suivantes, et en déduire une primitive dans chacun des cas.

1. sin®z, 4. sin* z cos® z,
2. sin® x cos? x, 5. sin* z cos? .
3. cosb x, sin® z,

Correction 8.

1. Linéariser sin® x : on utilise la formule d’Euler, puis on développe grace a la formule du binéme de Newton.

11 suffit ensuite de rassembler les exponentielles conjuguées, et d’appliquer a nouveau la formule d’Euler dans

s et _ g—ix
sinx = _—
21

l’autre sens.

— i (65ix _ 5641’1671‘9: + 10631‘906721'1: _ 10621'966732'9: + 561':1:6741'1 . 6751'1:)
32i
1 : , : A A A
—_ 37 (6521’ _ 6—5155 + 5(_63155 + e—?ﬂx) + 10(611’ _ e—zac))
i
1
= 33 (2isin(bx) — 10isin(3z) + 20isin x)
i
in (5 5) )
On obtient finalement : |sin® z = 81111(6 z) _ T sin (3x) + 3 sinx |
1 [} 5
Une primitive est donc donnée par : F(z) = ~30 €% (bx) + 18 °°8 (3x) — g oS + C, avec C € R.

2. Linéariser sin® x cos? x : Attention de ne pas linéariser séparemment les deux termes! Il faut ici développer

toutes les exponentielles, avant de repasser aux cosinus et sinus.

. 3 9 61/$_e T eZ.Z‘+6 %
sin®xcos“x = -
21 2

— 87 % 1 % (€3ix . Seix + 36—1'90 . e—3ix) (€2ix +24 e—2ix)
i
_ 3_71 (65iac + 263i:c + eix _ 3e3ix _ 66ia: _ 3€—iac + 361'30 + Ge—iac + 36—3ix _ e—i;r _ 26—31'30 _ e—5im)
i
1 . , , , , ,
— @ (65zm _ 675% _ (63'Lw _ 6737,:13) _ 2(6” _ efzx))
-1 .. . .
= — (2isin(bx) — 2isin(3z) — 4isinx)
32¢
) , in(5x) sin(3z) sinz
On obtient : | sin® z cos? & — — S
n obtien S x cos” x 16 =+ 16 + 3
5 3
Une primitive est donc donnée par : F(z) = 0058(0 z) _ COS4(8 z) _ co;a: +C, avec C' € R.
. . . 6x) 3cos(4x) 15cos(2x) 5
3. Liné 6 x : On obtient : 6 :COS( =
inéariser cos® x : On obtient : |cos® z o + 6 + ™ + S
i in (4 15sin (2
Une primitive est donc donnée par : F(z) = sn;(;;x) 3812i ?) + 58161;4( ?) + gx + C, avec C € R.
X 6 3 15
4. Linéariser sin® (x) : On obtient : |sin® (z) = —COS3(2 z) + 1 ¢0 (4z) — 35 €08 (2z) + ol
- 3 15 5
Une primitive est donc donnée par : F(z) = 192 sin (6z) + 61 sin (4z) — 61 sin (2x) + T +C, avec C € R.
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5. Linéariser sin? (x) cos® (x) : On obtient :

sin? () cos® () = 2—16 (cos (7Tz) — cos (bx) — 3 cos (3z) + 3cos (z)) |.

Une primitive est donc donnée par :

1 <sin;73?) _ siné5$) — sin (3x) + 3sin (x)) +C,

avec C € R.

1
6. Linéariser sin? (x) cos* (x) : On obtient : |sin* (z) cos* (z) = 7 (cos (8x) — 4 cos (4x) + 3) |.

1 in (8
Une primitive est donc donnée par : F(x) = 5 (Smé z) _ sin (4z) + 3x> + C, avec C € R.

Exercice 9.

1. Exprimer en fonction des puissances de cosz et de sinx : cos (3z) et sin (4x).

™
2. Exprimer en fonction des puissances de cos z et de sinx : cos (5z) et sin (5z). En déduire la valeur de cos <E) .

Correction 9.

1. 11 g’agit ici d’utiliser la formule de Moivre pour exprimer le cosinus comme la partie réelle d’une exponentielle
complexe, et le sinus comme sa partie imaginaire. Puis on calcule ’exponentielle comme une puissance, en
développant grace a la formule du binéme de Newton, et on identifie la partie réelle et la partie imaginaire.

e On a cos(3z) = Re(e3*). On a de plus :

A = ()3 == (cosx +isinz)>
_ 3 L9 .9 .3
= cos"x + 3icos“xsine — Jcosxsin®z —isin” x
On a donc cos(3z) = Re(cos? z + 3i cos? rsinz — 3coszsin? z — isin’ z) = cos® z — 3 cos z sin? z, soit,

2 2

x=1-cos’x :|cos(3zx) = 4cos®r — 3cosz |

en utilisant sin

2 2

T — sin

e Deméme, on remarque que sin(4z) = Im(e**). La méme méthode donne : | sin(4z) = 4 cos z sinz (cos

2. e On applique la méme méthode, et on obtient :
cos (5z) = cos® (z) — 10 cos® (z) sin? () + 5 cos () sin® (z)
sin (5z) = sin® (z) — 10 cos? (z) sin® () + 5 cos® (z) sin ().
e On commence par exprimer cos (5z) en fonction de cosx uniquement :
cos (bz) = cos® (x) — 10cos® (x)(1 — cos? (x) + 5cos (z)(1 — cos? (x))?

= 16cos’(x) — 20 cos3(x) + 5.

T
En prenant x = 0 dans la relation précédente, on a alors :

o7 T T
10) 71! i (7) - ’ <7> '
COS<10> 6 cos 10 20 cos 10 5

oT s . s . ., .
En remarquant que cos )= cos <§) = 0, on obtient que cos (E> est solution de I’équation :

16X° —20X3 +5=0 < X(16X*—20X?+5)=0.
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Ainsi c’est équivalent 4 : X = 0 ou & 16X* — 20X? 4+ 5 = 0. Comme cos (;TO) # 0, on doit donc

résoudre : 16X4 —20X?2 +5 = 0. On pose encore Y = X? afin de se ramener 4 une équation du second
—5 5+4V5
3 ouY = g

5
degré en Y et on obtient : 16Y2 — 20Y + 5 = 0. Les solutions sont alors Y =
Ainsi, comme Y = X2,

\/ ouX——\/ ouX— ouX— “

T T
Comme — 6 } G [, on sait, le cosinus étant décroissant sur cet intervalle que : 0 < 7 < cos (10) < 1.

5—1/5 5 5
En particulier, il ne peut pas étre négatif, donc cos (%) vaut \/ 8\[ ou \/ +8\f. Oron a:

1 5—V) 3 1 5 —
\/41<\/5<\/§<:>2<5—\/5<3<:>1< 8f<8<:><\/ V5 2&.

5—1+/5 3
En particulier, on a : S\f < \Zf = cos (%), et donc | cos (—

Exercice 10. Résoudre dans C les équations suivantes.
L (24+1)?+(2:+3)2=0
2. 222(1 — cos (20)) — 2zsin (20) +1 =0
3. exp(z) = 3+ /3i

Correction 10.
1. Résolution de (z + 1)% + (2z + 3)2 = 0 : On reconnait un trinome :

(z+1)2+ (22432 =022 +2:+1+422 +122+9=0< 522 + 142 + 10 = 0.

—14-27 —7—1
Le discriminant vaut A = 142 —4x5x 10 = 4(49—50) = —4. Les solutions sont donc z; = 10 - 5 !
=T+t

)
Ainsi, |S = {

et 29 =

—7T—1 =741
5 75 '

2. Résolution de 2z2(1 — cos(26)) — 2zsin(20) +1 =0 : on fait deux cas, car le coefficient du z? peut
s’annuler.

e Sil—cos(20) =0« cos(20) =1« Ik eZ,20=2kn< JkeZl=km.
On a alors sin(26) = 0, et on doit donc résoudre : 0+ 0+ 1 = 0, ce qui est impossible. Donc §; = ().

e Sil—cos(20)=0<VkeZ0F#kn.
C’est une équation du second degré en z, on calcule donc le discriminant et on obtient
A = 4sin? (20) — 8(1 — cos (26))
= 4 (2sin (0) cos (0))? — 8 x 2sin? (9)
= 16sin? (0)(cos? (8) — 1)
= —16sin’ (6).
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2sin (26) 4 4isin® (/) 1

Ainsi A < 0 et V/—A = 4sin? (). On obtient alors z; = sin ( )+ ;mn () = —(cot (0) +1i) en
4 x 2sin” (6) 2

utilisant le fait que sin (20) = 2cos (f)sin (0). Et les racines étant alors complexes conjuguées, on

obtient : zg = % (cot (0) —i). Ainsi | S = {; (cot (0) — 1), % (cot (0) + 1)} :

3. Résolution de exp(z) = 3 + V/3i :
On commence par mettre 3+1/3i sous forme exponentielle : on obtient 34 +/3i = 2v/3¢'6. On pose z = a+1b,
avec (a,b) € R%. On doit alors résoudre :
e = 21/3¢'5 .
Par identification du module et de 'argument, on obtient e® = 2v/3, soit a = In(2v/3), et b = % + 2km, avec
k € Z. On a donc comme solutions :

S = {ln(2\/§)+i(%+2kﬂ>,k62}.

Exercice 11. Résoudre dans C les équations suivantes et mettre les solutions sous forme exponentielle.

1. 22 =3 4. 22 =3—4i ,
2. =1 5. z* = j (on rappelle quej:emTﬂ).
3.2 +4=0

Correction 11.

1. Résolution de z2 =i : Comme 0 n’est pas solution, on cherche les solutions z sous la forme exponentielle
z=re avecr > 0et § €R.

r2=1 r=1
22 =i o2l — it & . &
dk € Z, 20:§+2k7r

2. Résolution de z3 =i : Comme 0 n’est pas solution, on cherche les solutions z sous la forme exponentielle
z=re? avecr > 0et § €R.

I e Z, 9:%+k7r.

Ainsi,

r=1 r=1
3 _ 3 30 iz
2P=1r°e’ =62 & =
EkeZ,BH:ngler ngZ,QZ%JF%Tﬁ,

Ainsi,

2 2

82{66,66,62}: , ,—1 .

3. Résolution de z* = —4 : 0 n’est pas solution, on cherche donc les solutions sous la forme z = re? avec
r >0 et € R. On obtient alors

rd =4 T‘:\/i
24——4@r4e4i9—4ei“©{ &

JkeZ, 40 =+ 2kn 3k€z79:%+lm

2

Ainsi, les solutions sont |S = {\@eig, \@ei%7 ﬂeﬂ'%ﬂ, \@eﬂ%} .
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4. Résolution de z2 =3 —4i :

e On commence par essayer d’appliquer la méthode du cours et on cherche donc & mettre 3 — 44 sous forme
exponentielle. On ne trouve pas de forme exponentielle simple. Pour les racines secondes d’un nombre
complexe, il existe aussi une autre méthode qui utilise la forme algébrique.

e Méthode avec la forme algébrique pour les racines SECONDES d’un nombre complexe.
On cherche donc z sous la forme z = x + ¢y. On obtient donc

2?2 —y?=3
P=3-die@xt+iy)l=3-dicst -y +2yi=3-4is
2xy = —4.
On obtient donc, car xy = —2, donc = # 0 :
22 —y?=3 2ot g 2t =322 —4=0
2 . ZL'Z
z¢=3-4 & 9 & & 9
— 2 _
Yy=—- y=—- Yy=——
x - x

Dans la premiére équation on pose X = x2. On obtient alors : X2 —3X — 4 = 0, dont les solutions sont

X1 =—1et Xo =4. On revient & = : on a 22 = —1 qui est impossible, ou 22 =4 & x =2 ou z = —2.
On en déduit dont grace a la deuxiéme équation :
2 a4 r = 2 r = =2
z-342<:>{b:_10u{b:1

Ainsi, les solutions sont

S={2-i,—2+i}.|

5. Résolution de z* =j : 0 n’est pas solution, on cherche donc les solutions z sous la forme z = re®

r > 0et 6§ € R. On obtient

avec

rt=1 r=1
4 _4i0

4 . .
FF=jere’=j& 9 &
akez,49=§+2lm akez,9:%+k§.

o T 2m - .
Ainsi, S:{elﬁ,e%,el ¢ ,e'3 }

Exercice 12. Soit n € N*. Résoudre dans C les équations suivantes et mettre les solutions sous forme exponen-
tielle.

. 2" =(z—1)", n e N*
2. z+1)"=(z—-1)"

Correction 12.

1. Résolution de z™ = (z — 1)™ : On peut tout de suite remarquer que z = 1 n’est pas solution. On obtient
alors pour tout z # 1,

n
z
"=(z-1)" & =1
z (z ) <z—1>
z 2ikm

< Jke{0,...,n—1}, i (racines n-iémes de I'unité)
Z —_—

2ikm

< Fke{0,....n—1}, z=e€"n (z—1).
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Si k=0, z=z—1n’a pas de solution. Ainsi, on peut prendre k € {1,...,n — 1}. On obtient alors

2ikm 2ikm

Zn:(z—l)n = E”CG{].,,TL—:[}, Z(l—en):—en

2ikm

_e n
< Jke{l,....n—1}, z=
ik L. kﬂ-
en X <—2zsm <>)
n
< Jke{l,....n—1}, z=e¢€n = e'n T2
. km . km
2sin | — 2sin | —
n n
1 by 3pi
Doncona:|S=< —————e€'n "2 ke[l,n—1]

2sin <k:71>
n

2. Exercice trés classique : L’idée ici est de se ramener & la résolution d’une équation type racine n-iéme de
I'unité.

e Comme 1 n’est pas solution de ’équation, on peut supposer que z # 1. Ainsi, on peut bien diviser par
(z — 1)™ qui est bien non nul. Ainsi, on a

1 n
(z+1)"=(2—1)"<:><z+1> =lez"=1

z4+1

z—1

e Résolution des racines n-iéme de 'unité : & savoir faire : voir cours :
On obtient donc que les solutions sont les Z de la forme

en posant Z =

2ikm

Zy=€en , kel0,n-1].

Z+1 ik .
e On repasse alors & z et on cherche donc les z tels que : P e avec k € [0,n —1] fixé. On obtient
y—
alors
]. ikm 1k ik ikm ik ik
Z+1:€2: Sztl=c™n (z—l)@z(l—eQr’f ):—6%—1<:>Z<627If —1)262: + 1.
”—

Ici, il faut faire attention car on ne peut JAMALIS diviser par un nombre sans vérifier qu’il est bien NON

nul. Or on a : ok
T 1m0 e 1 e o e k= nk
n

avec k' € Z. Or k € [0,n — 1] donc le seul k qui vérifie cela est k = 0.

* Pour k = 0, on obtient : 0 = 2 donc il n’y a pas de solution pour k = 0.
* Pour k # 0, & savoir pour k € [1,n — 1], on sait que 1 — e 2= # 0 et on peut donc bien diviser. On

obtient

2ikm

en +1 , <k7r>
Z=—F5—— = —tcot | —
en —1 n

en utilisant la méthode de ’angle moitié.

e Conclusion : |§ = {z €C,3dkel,n—1], z= —icot <k:7r>}
n
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Type DS

Exercice 13. Soit w = e#. On considére A = w + w? + w* et B = w3 + wd + Wb

1.

SR ol

Calculer % en fonction de w

Montrer que pour tout k € [[0,7] on a

En déduire que A = B.
Justifier que sin (27”) — sin (%) > 0.
Montrer alors que la partie imaginaire de A est strictement positive.

Prouver par récurrence que pour tout ¢ # 1, et tout n € N:on a :

1— qn+1

n
k _

6
Montrer alors que Zwk = 0. En déduire que A+ B = —1.
k=0

8. Montrer que AB = 2.

9. En déduire la valeur exacte de A.

Correction 13. 1.

1 —2im o
—=e 7 = W
w
2im -
2. Onaw’ =e"7 =2 =1 donc pour tout k € [0,7] on a
w kR =1
D’ou
WF = | — >
Tk
3. On a d’apreés la question précédente :
o=uwt
E = OJ5
wt = w?

Ainsi on a :

2T 4 8 . 2w

7 7 7

Jm(A) = sin(7) + sin(—-) + sin(—-) = sin(—=-) + sin(

Comme sin est croissante sur [0, 5|

2
sin(g) < Sin(%)

Donc 4
Im(A) > sm(%’) >0

4

7

) — sin(

s

7

)
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5. On a
7

6
1_
k=0 W

6 6
A—i—B:Zwk:Zwk—l:—l
k=1 k=0
6. AB=w*4+ S+ w0 + 0+ w4+ w4+ 0" +w? +w!® Dou
AB=2w"+uw'(l+w' +w? +® +w! + 0’ +wf) =207 =2

7. A et B sont donc les racines du polynome du second degré X2+ X +2. Son discriminant vaut A =1-8 = —7

donc v
—1+/7
Ae {2V
2
D’apres la question 4, Jm(A) > 0 donc
g —LEiVT

2
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