TD - 9 : Géométrie

Entrainements

Géométrie du plan

Exercice 1. Déterminer I'intersection de D : 2z 4+ 5y — 10 = 0 et de la droite D’ passant par A(—1,2) et dirigée
par (3, 2).

Correction 1. Déterminer ’intersection de D : 22+ 5y — 10 = 0 et de la droite D’ passant par A(—1,2)
et dirigée par (3,2).

D’ a pour équation paramétrique : ; 2__1:2—5) A )
Soit M (z,y) un point du plan. On résout :
r = —143X
(MeDND') <= 3INeRtelque: y = 242X\
2c+5y—10 = 0
r = —1+3\
<= dX eR tel que: y = 242X
—24+6A+10+10A—-10 = O
r = —1+43X\
<= dJAeR tel que: y = 242
A=1/8
r = —5/8
— {y — 9/4/ <:>M(_%’%)

Conclusion :

59
Les droites D et D’ se coupent en un unique point M (—8; 4).

Exercice 2. Déterminer une équation cartésienne de la droite D passant par A = (2,1) et B = (1, —2). Donner
un vecteur directeur de D et une équation paramétrique de D.

Correction 2. Un vecteur directeur de D est le vecteur AB de coordonnées

-1
(o)
Une équation paramétrique de D est donc donnée par le systéme :
{ r =1-=A
y =-—2-—3A
Exercice 3. Déterminer une équation cartésienne de la droite D passant par A = (2, 1) et dirigée par le vecteur

= (1,-1).
Déterminer le projeté orthogonal de B = (1,1) sur D.

Correction 3. A venir

Exercice 4. Soit D la droite d’équation  + y — 1 = 0. Déterminer une équation paramétrique de D.
Donner une équation cartésienne de la droite D’ paralléle & D et passant par le point de coordonnées A = (1, 1).
Déterminer une équation cartésienne de la droite orthogonale & D et passant par A

Correction 4. A venir

Exercice 5. Le plan est rapporté au repére orthonormé (O, Z, 5) Les points A et B ont pour coordonnées respectives
(2,4) et (—1,3). Les vecteurs @ et ¥ ont pour coordonnées respectives (2, —1) et (3, —2). Donner des équations de
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— La droite (AB).
— La droite D qui passe par A et de vecteur directeur .

— La droite D' qui passe par B et qui est orthogonale a v.
Correction 5. A venir

Exercice 6.
1. Déterminer I’équation du cercle C; de diamétre [AB] ou A(3,1) et B(7,—1).

2. La partie Co du plan définie par I’équation cartésienne x? + y? — 8x 4+ y + 10 = 0 est-elle un cercle ?
Si oui, donner son centre et son rayon.

3. Déterminer 'intersection de C; et Cs.

Correction 6.

1. Déterminer 1’équation du cercle C; de diamétre [AB] ou A(3,1) et B(7,—1).
Le cercle C; de diamétre [AB] aura pour centre le milieu du segment [AB], i.e. le point €2(5,0), et pour rayon
AB /424 (=2)?
R e
Il aura donc pour équation : (point de repére : QM? = 5)

(x—5)2+y*=5

2. La partie Co du plan définie par I’équation cartésienne z2? +y? — 8z +y+ 10 = 0 est-elle un cercle ?
Si oui, donner son centre et son rayon.
Soit M (x,y) un point du plan. On résout :

1\ 1
(MeCy) < 22+ -8 +y+10=0 — (:U2—8:U—|—16)—16+<y2+y+4>—4+1020

Donc, en posant €2 (4, —%), ona:

) 1\* 25 s 25
(M €Cy) < (x—4) +<y+2> =4 = QM =4 = OM = =
Donc Cy est le cercle de centre €2 (4, —%) et de rayon %
3. Déterminer l’intersection de C; et Cs.
Commencez par tracer C; et Co dans le plan pour voir de quoi il s’agit.
Soit M (x,y) un point du plan. On résout :
-5 +y*=5 2442 —102+20=0
(M eCinN Cz) < (1‘2 )2 J $2 y2 o
*+y"—8x+y+10=0 z*+y " —8x+y+10=0

{x2+y2—10x+20:0 {x2+(—2x+10)2—10m+20:0 {5x2—50m+12020
— — <
LQ(—LQ*L1

2c+y—10=0 y=—2x4+10 y=—2x+10

22 —102+24=0 .%':10772\/10111':% T =4 =26
<~ <~ <~ ou

y=—2x+10 y = —2x+ 10 y=2 y=—2

Donc C; et Cy ont deux points d’intersection : M (4,2) et My (6, —2).

Exercice 7. Soit A et B de coordonnées : A = (1,2) et B = (2,3). Soit C le cercle de centre 2 = (2,0) et de rayon
1. Pour tout point M du cercle on considére le triangle ABM.
Quel est le point du cercle qui minimise 'aire de ce triangle ?

Correction 7. A venir.
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Géométrie de l’espace

Exercice 8. 1. Déterminer I’équation du plan P qui passe par les points A, B, C' de coordonnées respectives :
A=(1,1,1), B=(2,2,3) et C =(—1,0,-2).
2. Donner deux vecteurs non colinéaires et paralléles & P
3. Soit D de coordonnées (1,2,3). Est ce que D appartient & P?
4. Donner H le projeté orthogonal de D sur H.

Correction 8. On considére les plans P:z —y+z=1et P : 2+ 2y + 32 =6.

Justifier que P NP’ est une droite, que ’on appellera D. Déterminer un vecteur directeur de D.

Le plan P admet 7(1, —1,1) comme vecteur normal. Le plan P’ admet n' (1,2,3) comme vecteur normal.

i et 7’ ne sont pas colinéaires, donc P et P’ ne sont pas paralléles. Donc leur intersection est une droite D.

Pour trouver un vecteur directeur, on cherche une équation paramétrique de D (sachant qu’on en a une équation
cartésienne).

Soit M (x,y, z) un point de l'espace. On résout :

mz%—gz
r—y+z=1 r—y+z=1
(M €D) — Y — Y = y=32-2;
r+2y+32=6 LecLo—L1 |3y+22=5
z2=1z
_8_5 8 _ _5
T=3-3A T—3=—3A
On obtient donc une équation paramétrique de D : y:%—%)\ — —g_—%)\ <— AM = i,
z=04+A z—0=2A

8 5 5 2
t Al =, = tul——,—=,1].
en posan (3,3,0) e u( 373 )

Donc

8 5 5 2
D passe par le point A (3, 3 O> et est dirigée par le vecteur @ <—3, —3 1>.

Exercice 9. On considére lesplans P:z—y+z=1et P’ : 2+ 2y + 32 =6.
Justifier que P NP’ est une droite, que 1'on appellera D. Déterminer un vecteur directeur de D.

Correction 9. A venir

Exercice 10. L’espace est rapporté au repére orthonormé (0,7_1:;, E) Soient les points A(1,0,0), B(0,1,0) et
C(0,0,2). Montrer que ces trois points détermine un plan. Donner un vecteur normal au plan puis donner une
équation cartésienne du plan.

Correction 10. A venir
Exercice 11. L’espace est rapporté au repére orthonormé (O, i7, /_5) Soient A(5,2,1), 4 = i—3j+ ketd =i+ j.
1. Donner une équation du plan passant par A et de vecteurs directeurs les vecteurs 4 et .

2. Donner une équation du plan normal a i« et passant par A.
Correction 11. A venir

Exercice 12. Déterminer un vecteur directeur de la droite D contenant le point A = (2,1, 3) paralléle au plan
d’équation = + y + z = 2 et rencontrant la droite D’ d’équations cartésiennes z = 1 et y = 2.

Correction 12. Déterminer la droite D contenant le point A = (2,1,3) paralléle au plan d’équation
x +y+ 2 =2 et rencontrant la droite D’ d’équations cartésiennes z =1 et y = 2.

Rassemblons les informations que 1'on a :

e D passe par le point A = (2,1, 3); il ne manque qu’'un vecteur directeur de D pour avoir déterminé cette droite.
Appelons (a, b, ¢) un vecteur directeur de D (4 # 0; on va le déterminer a un facteur prés).

On aura pour équation paramétrique de D :

r=2+a\
y=1+b\ ; A€ER
z=3+cA
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e D est paralléle au plan d’équation x +y + z = 2; donc le vecteur 7i(1, 1, 1), qui est normal a ce plan, sera normal
anD.
Donc 7.% = 0. Donc a 4+ b+ ¢ = 0, donc

a=-b—c

. D’ou1 I’équation paramétrique de D :

r=2+(=b—c)A
y=14+0bA ;7 AER
z=3+cA

e D rencontre la droite D' d’équations cartésiennes x = 1 et y = 2.
Donc le systéme suivant, d’inconnue A\, admet au moins une solution.

() 24+ (=b—c)A=1 — (b+o)r=1
l1HbA=3+cA (b—c)A =2

On doit donc avoir

(sinon la premiére équation n’a pas de solution), et on obtient :

A= A=t = 5re
(S) =, . " = e = e
m:Q b—c=2b+2c b= -3¢

Rassemblons les informations sur les coordonnées du vecteur u(a, b, c) :

a=-b—c a=2c¢
b+c#0 < (b=-3c
b= —3c c#0

On a un parameétre libre : c’est normal, une infinité de vecteurs conviennent ; on peut par exemple poser ¢ = 1, et
I’'on obtient a = 2 et b = —3.
Donc

@(2,-3,1)

D est la droite passant par A = (2,1, 3) et dirigée par (2, —3,1) ‘

. Elle a pour équation paramétrique :

x =242\
y=1-3X ; AeR
z=34+A

Produit scalaire

Exercice 13. Soient # et ¢ deux vecteurs du plan.
1. Démontrer que @ et ¥ sont orthogonaux si et seulement si |4 + 0| = ||u — 7]
2. Déduire de la question précédente, une condition nécessaire et suffisante pour qu’un parallélogramme ABC D

soit rectangle.

Correction 13. Soient @ et v deux vecteurs du plan.
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1. Démontrer que 4 et ¢ sont orthogonaux si et seulement si ||@ + ¢]| = ||d — ]|
On calcule :

<y

1% + 1> = [|al|* + 1] + 2 -

1% — ol* = [|al|* + |]|* — 2a -

<y

Donc :

—

i+ 61 — 1 7 = 4

Comme ||i + ¥]| € Ry, ||it — T|| € Ry et o — 22 est strictement croissante sur R, on résout :

(17 + 7| = |l@ -3l = (la+3* =g -3*) = (lg+d]* ~||a-7|*=0) = (4a-7=0)
< (4-7=0) < (u et U sont orthogonaux)

Conclusion :

‘ﬂ' et ¥ sont orthogonaux si et seulement si || + 0| = |4 — UH‘

2. Déduire de la question précédente, une condition nécessaire et suffisante pour qu’un parallélo-
gramme ABCD soit rectangle.
Faites un dessin pour voir de quoi vous parlez !
Soitt ABC'D un parallélogramme. On résout :

(ABCD est un rectangle) < <E et E sont orthogonaux) — <HB + ﬁ” = Hﬁ — zﬁH)
= (i 5] =[5+ ) = (3] = [3]) = tac= o

Conclusion :

‘ABC’D est un rectangle, si et seulement si ses diagonales sont de méme longueur. ‘

Exercice 14. Soit ABC un triangle non plat du plan.
1. Démontrer que, pour tout point M du plan, on a MA.Z% +MB.CA+ M 1@ =0.

2. Soit H le poitﬂ)i’intersection des hauteurs issues de B et C.
Montrer que H A.B? = 0 et en déduire que H appartient & la hauteur issue de A.

Correction 14. Soit ABC un triangle non plat du plan.

1. Démontrer que, pour tout point M du plan, on a mB? + M§CT>4 + M(E@ =0.
Soit M un point du plan. On calcule :

VABC MBOA NEAS = WABC + (VA + 4).0h+ (WA + 40) 4B
_ WA (8O + 4 AB) + RO+ 4028
~ WA (BB) + (A + 40) 1B

0+0

=0

2. Soit H le point d’intersection des hauteurs issues de B et C.
Montrer que EZB? =0 et en déduire que H appartient a la hauteur issue de A.
Soit H le point d’intersection des hauteurs issues de B et C.
e H appartient a la hauteur issue de B donc les droites (HB) et (C'A) sont perpendiculaires, donc :

HB.CA=0
e H appartient a la hauteur issue de C' donc les droites (HC') et (AB) sont perpendiculaires, donc :
HC.AB =0

On en déduit, en appliquant 1 : HA.BC+HB.CA+HC.AB =0, donc HA.BC+040 = 0, donc HA.BC =0,
donc les droites (HA) et (BC) sont perpendiculaires, donc H appartient a la hauteur issue de A.
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Exercice 15. Formule d’Al Kachi.
On considéere un triangle ABC'. On note A, B et C les mesures respectives des angles non orientés BAC ABC et
ACB et 'on pose a = BC, b= AC et ¢ = AB.

LT
1. Démontrer que a? = b+ ¢® — 2bc cos(A) et énoncer deux autres formules similaires. Qu’obtient-on si A = 3 ?

2. Sia=4,b=3et c=2, calculer une valeur approchée (& 1072 degré prés) de A, BetC.
3.Si A= %, a =3 et c =2, calculer b.

Correction 15. Formule d’Al Kachi.
On considére un triangle ABC. On note A, B et C les mesures respectives des angles non orientés
BAC ABC et ACB et l'on pose a = BC, b= AC et ¢ = AB.

1. Démontrer que a? = b+ % —2bccos(A) et énoncer deux autres formules similaires. Qu’obtient-on
siA=7
On calcule :

2 = 50t = B = |[BA+ 70" = [BA|"+ | A€+ 2BARE = 2402 2ABAC = 212 2becost )

De méme : b% = ¢ + a? — 2accos(B) et 2 = a® 4 b — 2abcos(C).
Sl A= donc si le triangle ABC' est rectangle en A, on obtient cos(A) = 0, donc :
a’? = b2 + c? : c’est le théoréme de Pythagore.

2. Sia=4,b=3 et c=2, calculer une valeur approchée (a 1072 degré prés) de A, Bet C.

N e 1 . 1
cos(A) = % =7 et A € [0;7] (angle non orienté¢), donc A = arccos (—4) ~~ 104, 48°.
c
o —b+a? 11 . 11
cos(B) = % =15 et B € [0;7] (angle non orienté), donc B = arccos <16> ~ 46,57°.
o —CHad?+ b 21 . 21
cos(C) = % =50 et C € [0; 7] (angle non orienté), donc C' = arccos <24> ~ 28.96°.

Remarque : on peut vérifier que A + B + C ~ 180° (4 0,01° pres).

3.Si A= §» a=3 et c =2, calculer b.
a? = +b? — 2bccos(A), donc b? — 2becos(A) 4+ 2 — a® = 0, donc b? — 2v/3b—5 = 0.
Le discriminant de cette équation vaut A = 32 = (4\/5)2, donc :

b:W:\/g+2\f20ub:m;4\/§:\/§—2\/§.

Or b > 0 (c’est une longueur), donc

=V3-2V2

Géométrie et nombres complexes

Exercice 16. Déterminer géométriquement les complexes z vérifiant les relations suivantes. Vérifier votre résultat
par un calcul.

1 lz—=1—i|l=|z24+1+1|
(gt -D(lz+1-2)=0
z—1

3. e R

Correction 16. Déterminer géométriquement les complexes 2z vérifiant les relations suivantes. Vé-
rifier votre résultat par un calcul.
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l.]z—1—-i|=]z+1+1i|:
Soit A, B et M les points d’affixes 1 +4, —1 —i et z. On a :

|z—1—i|=]z+141i < AM = BM,

donc I'ensemble des points cherchés est

‘la médiatrice du segment [AB]. ‘

On retrouve ce résultat par le calcul. Soit (z,y) € R? tels que z = x + iy. On a alors :
z—1—il=]z4+14+i & |z+iy—1—il=|z+iy+1+i

& VE-124+@y—-12=(z+1)>+(y+1)?

s (-1)2+@wW-1)2=(@+1)2+(y+1)? car les termes sont positifs

& 22 -2x+1+9y? —2y+l=a?4+220+1+y2+2y+1
& yYy=—

Ainsi I’ensemble solution est

la droite d’équation y = —x

2. (z—i|—-1)(Jz+1|—-2)=0:
Soit A, B et M les points d’affixes i, —1 et z. On a :

(lz—i = 1)(]z+1-2)=0 < |z—i—1=0o0ulz+1]-2=0
& AM =1ou BM =2

donc 'ensemble des points cherchés est

‘la réunion des cercles C(A, 1) et C(B,2). ‘

On retrouve ce résultat par le calcul. Soit (z,y) € R? tels que z = x + iy. On a alors :
|z—i —1=0oulz+1-2=0 & |z4+iy—i=1loulr+iy+1]=2
& 22+ (y—1)2=1lou/(z+1)2+y2=2
s 22+ @y-1)2=1lou(z+1)2+y?>=4 car les termes sont positifs

Ainsi I’ensemble solution est bien la réunion des deux cercles trouvés précédemment.

-1
3. z - € R} :Soit A, B et M les points d’affixes 7, 1 et 2. On a :
z —1i
z—1 z—1
ERL < INeR,—— =)\
zZ—1 + T a—i
z—1 z—1
ERL & ANeRL,—— =)
z—1 * e —i

& INeRL,z—-1=Az—1)>

& INeRT,AM = ABM

donc 'ensemble des points cherchés est ’ensemble des points de la droite (AB) pour lesquels les vecteurs
AM et BM sont colinéaires de méme sens (car A > 0). On obtient

‘la réunion de deux demi-droites. ‘
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On retrouve ce résultat par le calcul. Soit (z,y) € R? tels que z = x + iy. Soit A € R% tel que

z—1=XNz—1) & z4+iy—1=Nz+iy—1)

r—1 = Az
=
y = AMy—1)

par identification des parties réelles et imaginaires

rz—1
A= car £ = 0 n’est pas solution
T

r—1

y = —— -1

La derniére équation donne : zy = (x — 1)(y — 1) @ a2y =ay—x—y+ 1 < y = —x + 1. De plus, on
-1
AaA>06 -~ >0ea €] — 00,0[ U ]1,4+o0[. Ainsi I’ensemble solution est bien la réunion des deux

x
demi-droites trouvées précédemment.
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