Révisions CB

Exercice 1. On considére la suite (uy,)nen définie par ug = 0 et, pour tout n € N,

(un—|—4>
Upt1 = In 3 .

On considére la fonction ¢ définie sur R par

o) =1n (;4) ,

et l'intervalle I = [0, 1]. On rappelle que e €]2, 3[.

1.

N

- W

o

1.

Montrer que Vn € N, u, € I.

Montrer qu’il existe un unique réel a € I tel que ¢(a) = a.
1
Montrer que Vx € I, |¢'(z)] < T

Enoncer le théoréme des accroissements finis sur un intervalle [a, b] (on précisera soigneusement
les hypothéses).

1
Montrer que ¥n € N, |upt1 —a] < Z]un —al.

En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

Correction 1.
Montrons par récurrence que, pour tout n € N, u,, € I.
Pour n =0, on a up =0 € [0,1].
Soit n € N. Supposons que u, € [0,1]. Alors

4 <wu,+4<5,

donc
Uy, + 4

3
R’ , on obtient

ol i

< <

Wl ot

Comme la fonction In est croissante su

< < —
n unJr n .
3 - 3

Or In (%) >0 et, comme e > 2, on a

=

g<2<e,

d’ott In (3) < 1. Ainsi up11 € [0, 1].

Par récurrence,

‘PourtoutnEN, unel.‘

Posons, pour tout x € I,
f(x) =o(z) — =

La fonction f est continue sur I comme somme de fonctions continues. De plus,
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et

f(l):1n<g>—1<0

car 3 <e.
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe donc a €]0, 1] tel que f(a) = 0, c’est-
a-dire tel que ¢(a) = a.
Montrons 1'unicité. Pour tout = € I,
1 -z —3

T+ 4 T+ 4

f'()

Ainsi f est strictement décroissante sur I, donc elle s’annule au plus une fois sur 1.

‘Il existe un unique réel a € I tel que ¢(a) = a. ‘

3. Pour tout z € I, la fonction ¢ est dérivable et

1
/ —
(@)= x+4
Comme z € [0,1], on a z + 4 > 4, donc
1 1
/
= < -
Y@= — <

1
Pour tout x € I, |¢'(z)] < T

4. Théoréme des accroissements finis : soient a, 8 € R tels que o < . Si une fonction f est
continue sur [a, f] et dérivable sur |a, 8], alors il existe ¢ €], 8] tel que

f(B) = fe) = f'(0)(B — ).

5. Soit n € N. D’apreés les questions précédentes, u, € I et a € I. La fonction ¢ est continue sur
I'intervalle fermé d’extrémités u,, et a, et dérivable sur I'intervalle ouvert correspondant.

D’aprés le théoréme des accroissements finis, si uy, # a, il existe un réel ¢ strictement compris
entre u, et a tel que

p(un) —¢la) = ¢'(c)(un — a).
Comme u,,a € I et I est un intervalle, on a ¢ € I. Ainsi

1
[Unt1 — al = |p(un) — (a)| = |‘PI(C)| |un — al < 1’“n — aj.

Si u, = a, U'inégalité est immédiate.

1
Pour tout n € N, |up41 —a| < Z|un — al.

6. Montrons par récurrence que, pour tout n € N,

1 n
lup, —al < (4) lup — al.

Pour n = 0, I'inégalité est une égalité.

1 n
|up, — al < <4> lup — al.

Soit n € N. Supposons que
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Alors, d’aprés la question précédente,

1 1/1\" 1\"*!
|un+1—a|§1|un—a|§i 1 lug — a| = 1 |ug — al.

La propriété est donc héréditaire.
Par récurrence, pour tout n € N,

1 n
|up, —al < <4) lup — al.

1 n
<4) [uo —af T 0.

Par encadrement,

donc

La suite (u,) converge vers 1'unique solution a € I de In (a—+4) =a.

Exercice 2 (D’aprés Agro 2016). Soient u et v deux vecteurs de R™. On note u - v leur produit
scalaire, et u? = u - u = |lu*
Soit F un sous-espace vectoriel de R™. On définit

Et={zeR"|VyeE, z-y=0}.

Le sous-espace E+ est appelé orthogonal de E.

1. Soit E un sous-espace vectoriel de R”. Montrer que E- est un sous-espace vectoriel de R™.

Dans R3, on considére les vecteurs
u=(1,2,3) et  v=(-3,1,5).

Soit E' = Vect(u,v).
2. Déterminer la dimension de E.

3. Déterminer le réel X tel que le vecteur
v =u+ v

soit orthogonal a wu.
4. Pour tout vecteur w € R3, on définit le vecteur
e WY w-v’v,
Jull> o>

w

(a) Montrer que, pour tout w € R3, on a w’ € E+.
Dans la suite, on suppose que
w=(~2,3,2).
(b) Montrer que w ¢ E et w ¢ E+.
(¢) Déterminer le vecteur w’ associé a w.

(d) Montrer que la famille (u,v’,w’) est une base de R.
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Correction 2.

1. Soit E un sous-espace vectoriel de R™.
Montrons que E+ est un sous-espace vectoriel de R™.
D’abord, pour tout y € E, on a Ogn - y = 0, donc

Orn € E*.
Soient z1,xs € Et et soit a € R. Pour tout ye E,
(r1+axs) - y=z1-y+a(xe-y) =0+ a0 =0.

Ainsi x1 + axe € EL.

E™ est un sous-espace vectoriel de R™.

2. On considére
u=(1,2,3) et v=(-3,1,5).

Les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires. En effet, si v = au avec o € R, alors la premiére
coordonnée donne @ = —3, tandis que la deuxiéme donne a = %, ce qui est impossible.
Ainsi la famille (u,v) est libre. Comme E = Vect(u,v), on obtient

dim(E) = 2.
3. On cherche X € R tel que
vV =u+ v
soit orthogonal & u. Cela équivaut a
(u+ Av) -u=0.
Or
w-u=124+224+3%=14
et
veou=(-3)x14+1x2+5x3=14.
Donc
(u+ M) -u =14+ 14,
Ainsi
144+ 14X =0
donc
A=-—1
On a donc

vV=u—v=(4,1,-2).

4. (a) Soit w € R3. On pose

/
p w-u w-v

w=w — u— v
(7 [

1BIOA - Lycée Chaptal Page 4 Olivier Glorieux



Comme u - v' = 0, calculons w’ - u :

/

wou=w-ou— L =Ly
- [Jul? o]
w-u
=w-u WHuHQ—O u-v' =0
=0.
De méme,
/
ror ;) wW-u ;) WU,y
w‘v—w'v—wu‘v—wv'v
w"vl 2
:w-v’—O—Hv/HQHU'H u-v'=0
=0.
Ainsi w’ est orthogonal & u et a v’. Or
vV =u—w,

donc v = u — v'. Par conséquent,
E = Vect(u, v) = Vect(u,v).
Ainsi, pour tout y € E, il existe «, 8 € R tels que
y = au+ Bv.

Alors
w -y =aw -u+pw v =0.

Donc w' € E+.

Pour tout w € R?, on a w’ € E*.

(b) On suppose maintenant que
w=(-2,3,2).

Montrons d’abord que w ¢ E. Si w € F, il existe a, 8 € R tels que
w = au + Pu.

Cela donne le systéme

oa—30=-2,
200+ B =3,
3a+ 56 =2.
Des deux premiéres équations, on obtient
7
=-=1 t =1
o - e I}

Mais alors

3a+ 508 =8 # 2.
Le systéme est donc incompatible, et ainsi w ¢ E.

Montrons ensuite que w ¢ E+. On calcule
w-u=(-2)x14+3x24+2x3=10#0.

Donc w n’est pas orthogonal a tout vecteur de F, puisque u € F.
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‘wgéEetwgéEL.‘

(c) On a
u:(1’2’3)’ UI:(4317_2)7 w:(_2,3,2).

De plus,

Jul? =14, [P/* =42+ 12+ (-2)2 = 21.
On calcule

w-u =10

et

w-v'=(-2)x4+3x1+2x(-2)=-9
Donc

w/_W—Eu—_—gv'—w—ZL—l—%U'
B 14 21 7Ty

Ainsi

w’z(—2;Lm-§mﬂzsy+%og1,—m

7
5 12, 10 3 _ 15 6
=(—2-2+Z23-—42-2_2
( Ty T 7)
= (=1,2,-1).

0 =(-1,2,-1).]

(d) Montrons que la famille (u, v, w’) est une base de R3.
On sait que
w-v' =0.

D’aprés la question 4(a), on a w’ € E+, donc w' est orthogonal & u et a v’. De plus,
w' = (71,27 71) 7£ Oa

et les vecteurs u et v’ sont non nuls.

La famille (u,v’,w’) est donc une famille orthogonale de vecteurs non nuls. Elle est donc
libre.

Comme elle est formée de trois vecteurs dans R?, elle est une base de R3.

La famille (u,v’,w’) est une base de R3.

Exercice 3. Dans R?*, on considére
F = Vect((0,1,0,0),(—1,0,2,1)),

et
G={(z,y,2,t) ER' |z +2=0ct y+z =2z}

On considére la famille
B =((0,1,0,0),(-1,0,2,1),(-1,2,1,0), (0,0,0,1)).

. Montrer que G est non vide et stable par combinaison linéaire. Qu’en déduire ?
. Déterminer une base de G, puis donner dim(F') et dim(G).
. Déterminer FNG.

. Calculer le rang de la famille B et montrer que B est génératrice de R%.

= W N
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5. Montrer que Vu € R?, il existe un unique couple (g,h) € F x G tel que u = g + h.

Correction 3.

1. On a
(0,0,0,0) e G

car
0+0=0 et 0+0=0.

Ainsi G est non vide.
Soient u = (z,y, 2,t) € G, v = (2',y/,2',t') € G et A € R. Alors

z+2=0, Y+ =z,

et
¥ +2 =0, y +a =2

Posons

u+ = (X,Y,ZT).
Alors

X =2+ M\, Y =y+ M\, Z=z+ M.
On obtient
X+7Z=(x+ )+ (z+\)

=(x+2)+ A2’ +2)

=0,
et

Y+ X=Hy+\)+(z+\)
=(+ax)+ Xy +2)
=24\
=Z.

Donc u + \v € G.

‘G est un sous-espace vectoriel de R,

2. Soit (z,y,2,t) € R* On a

:0’
(z,y,2,t) € G = {w—l—z
y+xr=-=z.
Ainsi
Z=—T
et
y—l—x:—x,
donc
y = —2x.

Par conséquent, pour tout (z,y,z,t) € G,

(x,y,2,t) = (x,—2x,—x,t) = z(1,—-2,—1,0) + ¢(0,0,0, 1).
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Donc
G = Vect((1,-2,-1,0),(0,0,0,1)).

Les deux vecteurs (1, —2,—1,0) et (0,0,0, 1) ne sont pas colinéaires, donc ils forment une base
de G.
De plus,

F = Vect((0,1,0,0),(—1,0,2,1)),

et les deux vecteurs qui engendrent F' ne sont pas colinéaires. Donc
dim(F) = 2.
Enfin, la base trouvée de G contient deux vecteurs, donc

dim(G) = 2.

|dim(F) = 2 et dim(G) = 2.|

3. Soit u € FNG. Comme u € F, il existe o, B € R tels que

u=«a(0,1,0,0) + 3(—1,0,2,1).

Ainsi
U = (_B7a7257ﬁ)'
Comme u € GG, on doit avoir
r+2=0.
Donc
d’olt
B8 =0.
La deuxiéme équation définissant G donne alors
y+zr =z,
c’est-a-dire
a+0=0.
Donc
a=0.
Ainsi u = 0.
|FNG = {0pi}.|

4. La famille B est
B =((0,1,0,0),(-1,0,2,1),(-1,2,1,0),(0,0,0,1)).

Les deux premiers vecteurs forment une base de F', et les deux derniers forment une base de
G puisque
(-1,2,1,0) = —(1,—2,—1,0).

Or
F ﬂ G — {0R4}.

Ainsi la famille obtenue en réunissant une base de F' et une base de G est libre.
Donc B est libre et contient 4 vecteurs dans R*. Par conséquent,

rg(B) = 4.

Comme R* est de dimension 4, une famille libre de 4 vecteurs est une base de R%.
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B est génératrice de R%.

5. D’aprés la question précédente, la famille B est une base de R*. Donc

R'=F+G.
D’aprés la question 3,
F ﬂ G - {OR4}.
Ainsi
R'=FoG.

Par définition de la somme directe, pour tout u € R?*, il existe un unique couple (g, h) € F x G
tel que
u =g+ h.

Pour tout u € R?, il existe un unique couple (g,h) € F x G tel que u = g + h.

Exercice 4. Soit E = R,[X] 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur
ou égal a n, ot n € N est fixé.
Pour tout P € E, on définit
T(P)= XP(X).

On considére également les ensembles
F={PeFE|T(P)=0} e G={T(P)|Pce€E}

Le but de ce probléme est d’étudier ces ensembles.

Cas particulier : n =2 On se place dans F = Ry[X].

1. Donner une base de F et sa dimension.
Soit P(X) = aX? +bX + c avec (a,b,c) € R3. Calculer T(P).
Déterminer une base de I'espace vectoriel F'; en donner sa dimension

Déterminer une base de I'espace vectoriel G, en donner sa dimension

DA

Montrer que tout polynéme P € E peut s’écrire sous la forme

P=U+V avecUecFetVed.

6. Montrer que cette écriture est unique.

Cas général
7. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.
8. Déterminer une base de F' et en donner sa dimension.
9. Soit k € N. On considére P (X) = X*.

(a) Calculer T'(Py).
(b) En déduire une expression de T'(P) pour tout P € E écrit dans la base (1, X,..., X").

10. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de F.

11. Montrer que
G={P e FE|P(0)=0}.

12. En déduire une base et la dimension de G.

Correction 4.
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Cas particulier : n =2

1. Une base usuelle de E = Ry[X] est
(1, X,X?).

Ainsi,
dim(E) = 3.
2. Soit P(X) = aX?+bX + ¢, avec (a,b,c) € R®. Alors
P'(X) =2aX +b,

donc
T(P) = XP'(X) = X(2aX +b) = 2aX* + bX.

T(P) =2aX? +bX.

3. On a
F={PeFE|T(P)=0}

Soit P(X) = aX? +bX + c € E. D’aprés la question précédente,
T(P)=0+=2aX?+bX =0<=a=0ct b=0.
Ainsi les éléments de F' sont exactement les polynémes constants :

F ={c|ceR} = Vect(1).

‘(1) est une base de F' et dim(F') = 1.‘

4. D’apreés la question 2, lorsque P parcourt E, le polynéme T'(P) est de la forme
20X? +bX,

avec (a,b) € R?. Ainsi
G = Vect(X, X?).

La famille (X, X?) est libre, donc c’est une base de G.

(X, X?) est une base de G et dim(G) = 2.

5. Soit P € E. Il existe (a,b,c) € R? tel que
P(X)=aX?+bX +ec.

On pose
UX)=c et V(X)=aX?+bX.

Alors U € F, car U est constant, et V € G, car V € Vect(X, X?). De plus,

P=U+V

Tout polynéme P € E s’écrit sous la forme P=U 4V avec U € F et V € G.
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6. Montrons que cette écriture est unique.
Soit P € E. Supposons qu'il existe Uy, Us € F et V1, Vs € G tels que

P=U,+Vi=Us+ Vs.

Alors
Ui — Uy =Vy — V7.

OrU; —Use FetVo—V; €G. Donc
Up-Ue FNG.
Comme F = Vect(1) et G = Vect(X, X?), on a
FNG={0}.

Ainsi
Ui —U; =0,

donc Uy = Us, puis V] = Vs.

’ L’écriture est unique.

7. Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de F.
On a
T0)=X -0 =0,

donc 0 € F.
Soient P,@ € F et A € R. Alors
T(P)=0 et T(Q)=0.
Par linéarité de la dérivation,
T(P+AQ) = X(P+ Q)

= X(P'+ Q")

= XP +2XQ

— T(P) + \T(Q)

= 0.
Donc P+ A\Q € F.

’ F' est un sous-espace vectoriel de F.

8. Soit P € E. Il existe (ag, ..., a,) € R"" tel que
n
P(X) =) aX".
k=0
Alors .
T(P)=XP'(X)=> kapX".
k=1

Donc
T(P)=0<«<=Vke{l,...,n}, kar,=0<=Vk e {l,...,n}, ap =0.

Ainsi P € F si et seulement si P est constant. Donc

F = Vect(1).
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‘ (1) est une base de F' et dim(F') = 1. ‘

(a) Soit k € N. Pour Py(X) = X* on a
P(X) = kXM,
avec la convention que, pour k = 0, Pj = 0. Ainsi

T(Py) = XP(X) = kX",

Pour tout k € N, T(P;,) = kX*.

(b) Soit P € E. Il existe (ag,...,a,) € R*™! tel que
n
P(X) =) aX".
k=0

Par linéarité de T,

T(P)=T (Zn: aka>
k=0

=> aT(X")
k=0

= Z ka,X"*

k=0

= i kap X"
k=1

T(P)=> kapX".
k=1

10. Montrons que G est un sous-espace vectoriel de E.
Comme G ={T(P) | P € E},ona G =Im(T). Or T est linéaire d’apreés les calculs précédents.
En effet, pour tous P,Q) € E et tout A € R,

T(P+AQ) =T(P)+ AT(Q).

L’image d’une application linéaire est un sous-espace vectoriel de ’espace d’arrivée.

G est un sous-espace vectoriel de F. ‘

11. Montrons que
G={P e FE|P(0)=0}.

Soit @ € G. 1l existe P € E tel que
Q=T(P).

Alors
Q(X) = XP'(X),
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donc
Q(0) =0.
Ainsi
Gc{PeFE|P(0)=0}.

Réciproquement, soit Q € E tel que Q(0) = 0. Il existe (b, ...,b,) € R*"! tel que

QX) =) bXx*
k=0
Comme Q(0) =0, on a by = 0, donc
QX)=> bx*
k=1

Posons n
b
P(X) = fX’“.
k=1

Alors P € E et
T(P)= gl k?X = kgl b X" = Q.

Donc @ € G.

|G={PcE|P0)=0}|

12. D’aprés la question précédente,

G={PeE|P®0) =0}

Ainsi les éléments de G sont exactement les polynémes de E dont le terme constant est nul :

G = Vect(X, X2 ..., X"™).

Sin > 1, la famille (X, X?,..., X") est libre, donc c’est une base de G.

Sin>1, (X,X?2...,X") est une base de G et dim(G) = n.

Sin =0, alors £ = Ro[X] et
G = {0}.

Dans ce cas, G admet pour base la famille vide et

dim(G) = 0.

Exercice 5. Une abeille se rend chaque jour sur I'une des deux fleurs A ou B. Au jour 0, elle est

sur la fleur A. A chaque jour :

1
— si elle est sur A, elle y reste avec probabilité 3 sinon elle va sur B;

3
— si elle est sur B, elle va sur A avec probabilité T sinon elle reste sur B.
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On note, pour tout n € N, X, la variable aléatoire valant 1 si ’abeille est sur A au jour n, et 0
sinon.

1. Déterminer les lois de Xy et X7.
2. Déterminer (a,b) € [0,1]? tels que
YneN, P(X,4+1=1)=aP(X,=0)+0bP(X,=1).

3. Etablir une relation analogue pour P(X, 1 = 0).

4. On pose

Montrer que

1/1 2
OnnoteA:4<3 2).

5. Montrer que, pour tout n > 1,

1/243¢" 2—-2¢" . 1
n _ - I
A _5<3—3q” 34 2" ol q 1

6. En déduire la loi de X,.

Correction 5.

1. Au jour 0, I'abeille est sur la fleur A. Donc

Ainsi X suit la loi certaine égale a 1.

1
Au jour 1, comme ’abeille part de A, elle reste sur A avec probabilité — et va sur B avec

1
probabilité 5 Donc

1
Xy est certaine égale a 1, et X suit la loi de Bernoulli de paramétre —.

2. Soit n € N. D’aprés la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événe-

ments
(X, =0), (X, =1),
on a
P(Xpy1=1)=P(Xns1 = 1| X, = 0)P(X,, = 0)
+P(Xp11=1|X,=1)P(X,=1)
3 1
=-P(X,=0 -P(X,=1).
“P(Xy = 0) + 5P(X, = 1)
Donc
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3. Soit n € N. De méme,

P(Xp41=0)=P(Xpy1 =0] X, = 0)P(X,, = 0)

+ P(Xn-i-l =0 |
1

X, = 1)P(X, = 1)

1

= JP(X0 = 0) + SP(X, = 1).

4

1
P(Xns1 = 0) = 7P(X, =

4. Soit n € N. D’aprés les deux questions précédentes,

1 1
P(X1 = 0) = 1P(X, = 0) + 5P(X, = 1),

4
3

1

P(Xa+1 = 1) = TP(X, = 0) + SP(X, = 1).

Cela s’écrit matriciellement

5. Posons

Un+1 =

o |
DO DO | =

2

1/1 2
l%_4<32>%'

1
Unir = AUy, ot A= | (1 2).

3 2

1

q=—7.

4

Montrons par récurrence que, pour tout n > 1,

Pour n =1, 0on a

1
A" ==

2 + 3q"
5

3—3q™

92 — 2"
3+2¢")°

L(2+3¢ 2-2¢\ _1(2-% 243\ _1(1 2y _,
5\3-3¢ 3+2¢) 5\34+% 3-3) 4\3 2) 7
La propriété est donc vraie au rang 1.
Soit n > 1. Supposons que
A"—l 24 3¢q" 2—2¢"
T 5\3-3¢" 3+2¢")°
Alors
ATl — 44",
Donc
An+1:1 1 2\ 1/2+3¢" 2-2¢"
4\3 2/5\3-3¢" 3+2¢"
1 /8-3¢" 8+2¢"
T 20 \1243¢" 12—2¢" )
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1
Or, comme g = T on a

Ainsi

1<8—3¢‘ 8+2w>

20 \12 4 3¢™ 12 — 2¢™

La propriété est donc héréditaire.

Par récurrence,

n _ n
Pour tout n > 1, A":é(2+3q 2-2 )

3—3¢" 3+2¢"

- (529~ ()

Un+1 = AUnu

6. On a

Comme, pour tout n € N,

on obtient par récurrence
U, = A"Uy.

Pour n > 1, la question précédente donne

U 1 (243¢" 2-2¢"\ [0\ _1(2-2¢"
"T5\3-3¢" 3+2¢")\1) 5\3+2")"
Donc, pour tout n > 1,
2-=2¢"

et P(X, =1)

ou

Pour n =0, on a

Lo . Loo3+2(=g)"
Pour n > 1, X, suit la loi de Bernoulli de paramétre —————.

Exercice 6. On étudie un procédé de greffe de rosiers. Chaque semaine, une greffe réussit avec
probabilité p €]0, 1], indépendamment des autres semaines. On note ¢ = 1 — p. Si la greffe n’a pas
réussi aprés N semaines (N > 1), une derniére greffe est effectuée a la semaine N + 1 et réussit avec
probabilité 1.

Partie 1. On considére un rosier et on note G le nombre de greffes nécessaires a la réussite.

1. Déterminer ’ensemble des valeurs prises par G et sa loi.
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2. Calculer P(G < k) pour tout k.
3. On pose f(z) = S0 z*.
(a) Calculer f(z) pour = # 1.
(b) En dérivant de deux fagons, montrer que

ik‘ v 1= (N+ 1)z 4 NN+
X = .

(1—x)?

k=1
(c) En déduire E(G).
(d) Déterminer limy_, 4o E(G) et interpréter.

Partie 2. On considére R > 1 rosiers indépendants. On note G; le nombre de greffes nécessaires
pour le i-éme rosier.

4. On note X le nombre total de greffes nécessaires.

(a) Déterminer ’ensemble des valeurs prises par X.
(b) Exprimer X en fonction des G; et en déduire E(X).

5. On note Y = max(Gi,...,GR).

(a) Déterminer I’ensemble des valeurs prises par Y.
(b) Montrer que, pour tout k € [1, NJ,

PY<k)=(1-¢)® e PY<N+1) =1.
(¢) En déduire la loi de Y.

Correction 6. Partie 1.

1. La variable aléatoire G désigne le nombre de greffes nécessaires jusqu’a la premiére réussite.

On a donc
G() = [LN +1].

Pour tout k € [1, N], 'événement (G = k) signifie que les k — 1 premiéres greffes ont échoué,
puis que la k-iéme a réussi. Par indépendance,

P(G=k)= qk_lp.

Enfin, 'événement (G = N + 1) signifie que les N premiéres greffes ont échoué, puis que la
derniére greffe est effectuée avec succes certain. Donc

P(G=N+1)=q".

La loi de G est donnée par P(G =k) = ¢"* 'ppour 1 <k < N,et P(G=N+1) =¢".

2. Soit k € Z.
Si k<1, alors
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Sil<k<N, alors

Sik>N+1, alors

P(G<k)=0sik<1,P(G<k)=1-¢"si1<k<N,etP(G<k)=1sik>N+1.

(a) Pour tout x € R tel que = # 1,

N+1

N 11—z
f) =S a1

1—=x
k=0

1— xN+1

Pour z # 1, f(z) =

1—=x

(b) D’une part, en dérivant la somme, pour tout x € R,

N
fl(x) = Zk‘:ﬁk_l.
k=1
D’autre part, pour x # 1, comme
1— (L‘N+1
f(i’) - 1— T )
on obtient
() = —(N + 12N —2) + (1 — 2N+
(1—=)?
(N4 1D2V + (N + 1)Vt 41— gV
a (1—a)?
_1—(N+1)zV + NgV+!
B (1—a)? '

Donc, pour tout = # 1,
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1-2)?

ik pe1 1= (N+1)aN + NapN+
" = .
k=1

(c) Par définition de I’espérance,

E(G) = ZkP(G = k) +(N+1)P(G=N+1)

N
Z + (N +1)¢V

N
= Z + (N +1)¢V

ol

D’apreés la question précédente, appliquée & x = ¢, et comme 1 — g = p, on a

Y gkl — 1—(N+1)g" + NgVH!
> k= 2 -

p
Ainsi
1—(N+1)g"N 4+ NgN+L
E(G) = ( +); + Ve + (N +1)¢V
1= (N+1)¢N + NVt + (N + 1)pgV
P
1= (N+1)gV + NV + (N +1)(1 - q)gV
p
1_qN+1
=
1_qN+1
E(Q) =
(G) )

q —0
N—-+o00
Par conséquent,
1— N+1 1
EG) = — 1 =)
P N—+4oo P

‘Lorsque N tend vers 400, on retrouve I'espérance d’une loi géométrique de paramétre p.

Partie 2.

(a) Pour tout ¢ € [1,R], on a
Gi(Q2) =[1,N +1].

Donc
X=Gi+ ---+Gp
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prend ses valeurs dans
[R,R(N +1)].

De plus, toutes ces valeurs sont effectivement possibles.

| X(Q) = [R,R(N +1)].|

Par linéarité de I'espérance,
R
E(X) =) E(G)).
i=1

Les variables G; ont toutes la méme loi que GG, donc

1 _qN+1
E(G;) = ——.

(Gi) "

Ainsi

1— N+1

E(X)=R—1Z

p

d.
(a) Comme, pour tout i € [1, R],

G; € [1,N +1],

on a
Y = max(Gy,...,Gr) € [1,N +1].

Toutes ces valeurs sont possibles.

V() =[1,N+1].|

(b) Soit k € [1, N]. On a

R
(Y <k)= ()G <k).

i=1
Comme les rosiers sont indépendants, les variables G, ..., G sont indépendantes. Donc
R
P(Y <k)=P (ﬂ(Gi < k:))
i=1
=[[P@i <k
i=1
=(1-¢H"
Enfin, comme Y € [1, N 4+ 1], on a
PY<N+1)=
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Pour tout k € [1,N], P(Y <k)=(1—-¢")E et P(Y <N +1)=1.

(c) Pour tout k € [1,N], on a
P(Y =k)=P(Y <k)—P(Y <k 1).

Or, pour k=1, on a P(Y < 0) = 0, et la formule reste valable en posant 1 — ¢° = 0.
Ainsi, pour tout k € [1, NJ,

PY =k =01-¢")"-(1-¢"H

Enfin

’

PY=N+1)=PY <N+1)-PY<N)=1-(1-¢"E

La loi de Y est donnée par P(Y = k) = (1 —¢")® — (1 —¢* ) E pour 1 <k < N, et P(Y = N+ 1) =

Exercice 7 (Agro 2022). ! Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On considére une urne contenant
n boules indiscernables numérotées de 1 a n.

On tire au hasard une boule et on la retire de 'urne ainsi que toutes les boules ayant un numéro
supérieur a celui de la boule tirée. On réitére ’expérience jusqu’a ce que 1'urne soit vide et ’on note
X, la variable aléatoire égale au nombre de tirages réalisés pour vider 'urne.

Pour tout entier ¢, on pourra noter N; la variable aléatoire égale au numéro de la i-éme boule
tirée s’il y a eu au moins ¢ tirages, et 0 sinon.

Trouver la loi de X5 puis donner son espérance et sa variance.
Trouver la loi de X3 et donner son espérance.

Donner I’ensemble des valeurs que peut prendre X,,.
Déterminer P(X,, = 1) et P(X,, = n).

Justifier (succinctement) que

SNl S

Pny=i(Xn =k) = P(X;-1 =k —1)

6. En déduire que pour tout k> 2, on a :

1
P(X,=k) = QZP(XFl =k—1).
=2
7. Montrer alors que pour tout k > 2 :
P(Xpi1 = k) = ——P(X, =k —1) + ——P(X, = k)
T T Rl
8. En déduire que E(X,+1) — E(X,) = nLH

9. En déduire une expression de E(X,,) sous forme d’une somme.
10.

1. Les questions 5, 7, 10.b 11, 12 et 14 ont été ajoutées au sujet original afin de le rendre plus accessible au niveau
sup
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(a) Prouver que pour tout entier £ > 2, on a :
k+1 1 1 k 1
/ —dt < - < / —dt.
koot k™ Jg-1t
On note H, = >0 _; +.

(b) Déterminer & I'aide des inégalités précédentes deux constantes (A, B) € R? telles que
In(n+1)+ A< H, <In(n) + B

(c) En déduire que Y7 1+ ~ In(n).

n—-+4oo

(d) En déduire un équivalent de E(X,,) quand n tend vers +oo.
11. Montrer que pour tout n > 2 :

2 1

B(Xpn) = B(X;) + == B(Xa) + ——

12. En déduire que
1 1

V(Xpi1) = V(Xn) + n+1l (n+1)?2

13. En déduire une expression de V(X,,) sous forme de somme.

14. On admet qu’il existe C' > 0 tel que pour tout n € N
n
1
> <C
k=1
En déduire un équivalent de V(X,,) quand n tend vers +o0.

Correction 7.
1. Xo(Q) ={1,2} et on a

P(Xy=1) = P(Ny = 1) = %
et
P(X;=1)= P(Ni =2) =

Son espérance vaut
B(Xy) =1 425 =3
S T R

On calcule sa variance a 'aide de la formule de Koenig-Huygens, on a

1 1 5
F(X2) = 12- 4922 — 2
(X3) S t25 =1
et donc
X 2 2 5 9 1

2. X3(Q) = {1,2,3)

11
P(Xg = 3) = P(N1 = 3NNy = 2NN3 = 1) = P(N1 = 3)P(N2 = 2|N1 = 3)P(N3 = 1’N1 = 3NNy = 2) = gi
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De plus,

E(Xg):é—i-Qé—i-?% :g
3. Xn(Q) =[1,n]
4. P(X,=1)=P(N;=1)=1 P(X,=n)=P(Ny=nNNy=n—-1N..NN, =n) = 3
5. Si Ny =1, il ne reste plus que ¢ — 1 boules a I’issue du premier tirage, on est donc ramené au
probléme similaire avec une urne contenant ¢ — 1 boules et un tirage en moins.
On obtient bien

Pny=i(Xn =k) = P(X;-1 =k —1)

6. On applique la formule des probabilités totales au SCE (N; = 2,..., N1 = n) on obtient

P(X, =k) =Y P(X, = kN =i)P(N;, =1)
=2

Remarquons que NN; suit une loi uniforme sur [1,n] et donc

A Taide de la question précédente on obtient bien
& 1
P(X,=k) = Z;P(Xi—l =k— 1)5

et en utilisant la linéarité de la somme on obtient 1’égalité demandée.

7. D’aprés l'exercice précédent :

1 n+1
P X,11=k)= PX;, 1=k-1
(nJrl ) n—i—l; (11 )
On a donc en séparant la somme :
P(Xpir = k) = — Zn:P(X- k1) P(Xy = k1)
n+l — —n+1i:2 —1 = n+1 n —
_ L P = k)4 ——P(Xp =k —1)
_n+1n " n+1 "
1
n+1 (X )+n+1 (Xn = k)
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8. On a

n+1
E(X,41) = Z kP(X,11 =k) Par définition de I’espérance.
k=1
1 n+1
=i + Z kP(Xp+1=k) En utilisant Chasles et la question 4
k=2
n+1

1 1 n
E{ —PX,=k—-1 P(X,=k
n+1+kZ:2 <n+1 ( )+n+1 ( ))

D’aprés la question précédent

1 1 n+1 n n+1
= kP(X,=k—1 kP(X, =k
n+1+n+1kz_2 (Xn )+n+1kz_2 (Xn )

En utilisant la linéarité de la somme

Simplifions les deux sommes. On a d’une part :

n+1 n
Z kEP(X,=k—1)= Z(k +1)P(X,, = k) Par changement d’indice
k=2 k=1
n n
= Z P(X, =k)+ Z kEP(X, =k) En utilisant la linéarité
k=1 k=1
=1+ F(X,)

Par définition de ’espérance et d’un systéme complet d’événements

On a d’autre part :

n+1 n
Z EP(X, =k) = Z kP(X, =k) Le dernier terme est nul
k=2 k=2

Ainsi

E(Xpt1) = ! +1(1+E(Xn))+n<E(Xn)_1>

n+1 n+1 n+1 n
1
= FE(X,)+ T En simplifiant les différents termes.
n

On obtient bien

E(Xn-I—l) - E(Xn) - %4.1
. En sommant 1’égalité obtenue on obtient
n—1 n—1 1
E(X — E(Xp) = T
> E(Xis1) — B(Xy) P
k=1 k=1
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Et on reconnait une somme telescopique :

Comme E(X;)=1ona

1
BEX,)=Y -

k=1

10.
(a) Par décroissance de la fonction z +— % sur R On obtient pour tout & > 2, pour tout
t €k, k+1]

1 1

< Z

t — k

D’ou
De méme sur [k — 1, k]

Par positivité de l'intégrale on a alors :

k k
1 1
/ ﬁz/ ~dt
k-1t -1k

D’ou

Et donc en utilisant Chasles :

n+11 nl
/ dtﬁHn—lﬁ/ —dt.
2 1t

On calcule les intégrales on obtient finalement :

‘ln(n+1)—ln(2)+1§Hn§1+ln(n)‘

A=—-In(2)+1let B=1
(c¢) On divise par In(n) I'inégalité précédente, on obtient :

In(n+ 1) —ln(2)—|—1< H, < 1

1
In(n) In(n) ~ In(n) ~ In(n) +
Remarquons que lim,, o ml(nn(:)l ) = 1 (on peut factoriser par n au numérateur par exemple)

et donc le théoréme d’encadrement assure que
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H
lim n

=1
ngxnln(n)

D’ott I’équivalent demandé.
(d) La question précédente et la question 9 assure que

| E(X,) ~In(n)|

11. On reprend les calculs menés dans la question 8 :

On a
n+1
BE(X2,,) = Z kK*P(X,1 = k) D’aprés le théoréme de transfert .
k:i n+1
=7 + kz_z E*P(X,1 = k) En utilisant Chasles et la question 4
1 & 1 n
T+l +kz_2k2 <n—i—1P(X":k_1)jL n+1P(Xn:k)>
1 ;o n
=gt kZQkQP(Xn —k—1)+ n+1§k2P(Xn:k)

En utilisant la linéarité de la somme

Simplifions les deux sommes. On a d’une part :

n+1 n
Z BPP(X,=k—1)= Z(k: +1)2P(X, = k) Par changement d’indice
k=2 k=1

S

=> P(Xp=k)+ Y 2kP(X,=k)+ > KPX,=k)
k=1 k=1 k=1

En utilisant la linéarité

=1+2E(X,) + E(X?)
e 'espérance et d’un systéme complet d’événements et a ’aide du théoréme de transfert pour la derniére somme

On a d’autre part :

n+1 n
Y KP(X,=k)=> KP(X,=k) Le dernier terme est nul
k=2 k=2
n
= Z k*P(X, =k)— P(X,=1) on ajoute a la somme le terme k=1
k=1
1
= E(X?) - = En utilisant le théoréme de transfert et la question 4
n
Ainsi
E(X2 )= ~ (1+2E(X,) + E(X2)) + " (B(x?) - 1
T 41 T a4 " " n+1 "oon
2 1
= B(X2) + mE(Xn) + i En simplifiant les différents termes.

On obtient bien
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BE(X}) = B(X?) + 75 B(Xn) + 737

12. On utilise la formule de Koenig-Huygens :
V(Xnt1) = B(X241) = B(Xp1)?

En remplacant le premier terme & ’aide de la question précédente et le second terme & l'aide
de la question 8 on obtient
2
n + 1)

1 (B
gE 1EXX¢)+(n%%D2>
—

1)?

De nouveau a 'aide de Koenig Huygens on conclut que

V(Xosr) = B(X2) + E(X

E(X,)

n+1

= BE(X2?) + TE(X

1
n+1 (

= B(X7) - E(Xn)* +

V(Xn—f—l) = V(Xn) + %4-1 - ﬁ

13. On reprend les calculs de la question 9 avec la variance

n—1 n—1

> V(Xpsr) = VI(Xp) =
k=1 k=1

1 1
k+1  (k+1)2

Et on reconnait une somme telescopique :

1 1
VX)) - V(X)) =S+ -~
k=2
Comme V(X;) =0 on a
1 1
V(Xn) - E - ﬁ
k=2
14. En divisant par In(n) on remarque que
V(Xa) 1 1 1 -1
In(n)  In(n) =k In(n) P k2

Or L’énoncé nous dit que 0 < >, %

on voit que

< C donc en appliquant le théoréme d’encadrement

A s 1n Z 2o

Ainsi

V(Xn) ~ In(n)

n
n—-+o0o
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