DM 1 - Correction

A rendre le Vendredi 11 Septembre 2020.

Exercice 1  Résoudre :
1. 42® —82? — bz +7 <0
2. 3% — 6e%* + 8¢ > 0
3. |z + 3| —|12x + 4] = —23

Résoudre I’équation suivante de paramétre m € R :
4. L21‘2 + 3:13J =2m
Correction.

1. On note P(z) = 42% — 82% — bz + 7. On remarque que —1 est racine du polynéme de P. En
effet, P(=1) = 4 x (=13 =8 x (=1)2 =5 x (=1)+7 = -4 -8+ 5+ 7 = 0. Donc il existe
(a,b,c) € R3 tel que

4a3 — 8% — 5z + 7 = (x — (—1))(az® + bz + ¢).

Remarquons que (z — (—1))(az? + bz +c) = (z+1)(az? + bz +c) = az® + (a+b)2% + (b+c)r +¢
On obtient donc les équations suivantes :

a =4
a+b =-8
b+c =-5

c =7

Remarque sur le discriminant rédust.

Lorsque 'on a un polynéme de degré 2, az? + bx + ¢ tel que b est un
entier divisible par 2, alors il est parfoit plus simple de considérer ce
qu’on appelle parfois (ce n’est probablement pas un terme universel) le
discrimnant réduit. Il est défini par

b 1
AN =(=)P2—ac=>-A
(2) ac= 7
On a la méme trichotomie ( c¢’est-a-dire la disjonction en 3 cas, A’ > 0,

A" < 0et A’ =0) avec si A’ > 0, les racines (possiblement identiques)

valent :
b/2 — VA
mn=——
a
et
b/2 + VA
rQo = —/—"—""
a
Exemple :

Le discrimant réduit du polynéme de second degré : 422 — 12 + 7 vaut,
A=6%—4%7=236—-28=8.

Ainsi, les deux racines sont 6+i\/§ = 3+2‘/§ et 6_iﬂ = 3_2‘/5. Et le
polynome se factorise en

4x2—12x+7:4<x—3+2\/§> (x—g_ﬂ>

2




Soit, @ = 4, b = —12 et ¢ = 7. Le discrimant réduit du polynéme de second degré : 422 — 122 +7
vaut,

Ainsi, les deux racines sont

A=62—4x7=236-—28=28.
6+2v2 _ 3+V2 ot 6—-2v2 _
4 - 2 4 —

372‘/5. On obtient finalement, pour tout

rzeR:

P(z) =4(z +1) (:g _3 +2\/§) (;n _3 _2\/§>

Remarquons que —1 < 3_2‘/5 < %, on obtient alors le tableau de signe suivant :
x —00 -1 3_7‘/5 3+72‘/§ +00
r+1 - 0 + + +
T — 3_2\@ — — 0 + +
xr — 3+T\/§ — — — 0 +
P(x) - 0 + 0 — 0 +

P(z) < 0 pour tout x € |—oo0, —1[ U ]

. Remarquons que pour tout x € R, ¥ > 0 donc,

e — 6% + 8% >0 < e —6e” +8 >0

(1).

Posons X = €%, I’équation (1) s’écrit alors :

X?2-6X+8>0 (1)

Le discrimant réduit du polynéme du second degré X2 —6X +8 est A = 9 — 8 = 1. Les racines
sont donc égales 4 3+1 =4et3—-1=2 Ona X?-6X+8 = (X —4)(X — 2). Donc

X2

—6X 4+ 8 > 0 pour
X €] — o0,2[U]4, +o0].

On revient a la variable = In(X) qui est bien définie pour X €]0,4o00[. On a donc

3z

3% — 6e2% + 8e* > 0 pour tout = €] — 0o, In(2)[U]In(4), +oo].

. On considére ’équation

(a)

|z 4+ 3| — [122 + 4| = —23 (VA)

Siz < —=3.0naalors x +3 <0 et 122 + 4 < 0. Donc, pour tout x €] — oo, —3], ’équation

(VA) est équivalente a

—r—3+12z+4=-23 (VA(-3))

Cette équation se simplifie en 11z = —24, soit z = _1—214 > —3. (VA) n’a donc pas de solution
inférieur a 3.

1
Si-3<z< —3- On a alors  +3 > 0 et 122 + 4 < 0. Donc pour tout z € [-3,—1/3],

I'équation (VA) est équivalente a

T+34120+4=-23 (VA(-3, -1/3))

30 1
32. On a bien, -3 < —— < ——, donc

Cette équation se simplifie en 13z = —30, soit x = — 55 13 3

T = —?—g est une solution.



1
(c) Siz> -3 On a alors  +3 > 0 et 12z + 4 > 0. Donc I'équation (VA) est équivalente a

r+3—120 —4=-23 (VA(-1/3))
Cette équation se simplifie en —11x = —22, soit z = % =2> —%.

L’ensemble des solutions de (VA) est donc {—?—g, 2}

. Notons (E4(m)) I’équation
222 + 32| = 2m (E4(m))

Tout d’abord remarquons que si 2m ¢ Z , I'équation E4(m) n’a pas de solution. Si 2m € Z,

c’est-a- dire si il existe n € Z tel que m = §, x est solution de (E4(m)) si et seulement si
n§2x2+3az<n+1

On va donc résoudre les deux inéquations (I1(n)) :

n < 2z + 3z (I1(n))

et (I2(n)) :
’ 202+ 3z <n+1 (I2(n))

Inéquation (I3(n)). On an < 222+ 3z <= 222 + 3z —n > 0 Le discrimant du polynéme du
second degré 2z + 3z — n vaut
Ai(n)=3>4+4%2xn=9+8n.

— Aq(n) < 0, c’est-a-dire n < %9, soit encore, n < —2 car n appartient & Z. Le polynéme
222 4 3x — n n’admet pas de racine réelle, il est donc strictement positif pour tout = € R.
Tout x € R est solution.

— Ay(n) =0, c’est-a-dire n = %9. Ce n’est pas possible car n est entier.

— Asg(n) > 0, c’est-a-dire n > %9, soit encore, n > —1 car n appartient a Z. Le polynome 2x2+
3z —n admet deux racines réelles distinctes : ry_(n) = ==y 9180 V49+8" et 7y (n) = =3HVIE8n V49+8”. Il
est donc positif ou nul sur

x €] —o0,r1—-(n)] U [r1+(n), +ocl.

Inéquation (I3(n)). On a 222 + 3z < n+ 1 <= 222 + 3z —n — 1 < 0 Le discrimant du
polynéme du second degré 222 + 3z —n — 1 vaut

Ai(n) =32 +4%2%(n+1) =17 + 8n.

— Aq(n) < 0, clest-a-dire n < 7717 soit encore, n < —3 car n appartient & Z. Le polyndéme
222+ 3z —n — 1 n’admet pas de racine réelle, il est donc strictement positif pour tout z € R,
et I(n) n’admet donc pas de solution.

— Ag(n) =0, c’est-a-dire n = =17 ce qui n’est pas possible car n € Z.

— Asg(n) > 0, c’est-a-dire n > _TN soit encore, n > —2 car n appartient a Z. Le polynéme
222 + 3z —n — 1 admet deux racines réelles distinctes : ro_(n) = ==Y 180 WL
—=3+V17+8n

7]

et roy(n) =
. Il est donc strictement négatif sur

z €lra—(m), ro+(m)[.

Conclusion : On a Ey(m) <= [;(n)ETI3(n). Autrement dit, x est solution de Ey4(m) si il
appartient a 'intersection des ensembles de solutions de I1(n) et Ia(n).

Nous avons déja remarqué que :



Pour m ¢ {g,n € Z}, E4(m) n’a pas de solution.

On considére désormais les seuls paramétres 2m dans Z. On note 2m =n, n € Z

e Pour n < —3 : les solutions de I1(n) sont S; = R et les solutions de Iz(n) sont S = ().

‘Donc E4(n/2) n’admet pas de solution. ‘

e Pour n = —2 : les solutions de I;(n) sont S; = R et les solutions de Iz(n) sont Sy =
—3—/17+8(—2 —344/17+8(—2
Jra—(n),roy(n)[, avec ro_(n) = +() =—letrop(n)= %—F() =—1.

Les solutions de F4(—1) sont donc | — 1, —%[

e Pour n > —1 : les solutions de I;(n) sont S1 = z €] — co,m1—(n)] U [r14(n), +o0[, avec

Tl,(n) — 737\4/9+8n ot T1+(n) — 73+\4/9+8n‘
Les solutions de Ip(n) sont Sy =]ro_ (=), 794 (n)], avec ro_(n) = =SV 1Tt8n V417+8" et roy(n) =
—34+/1718n

1 .

Remarquons enfin que
ro—(n) <ri—(n) <riy(n) < roy(n).

| Les solutions de Ey(n/2) sont done s (n),r1-(n)] U [r14.(n), ra1. (n)] |

]—3—\/174-871 —3—\/9—1-871} U [—3+\/9+8m —3+\/17+8n[
4 ’ 4 4 ’ 4

Exercice 2 Donner la borne inférieure et supérieure des ensembles suivants.

By = {V8n+2- V3n|neN}.

Ey = {xzIn(x) |z > 0}.
Es ={zIn(z) |z €]0,1]}.
Dire si ce sont des maximums, minimum ?

Correction.

e Ensemble F;. Considérons la fonction f(x) = /3x + 2 — v/3z définie pour tout = > 0. Cette
fonction est dérivable de dérivée, f'(z) = \/% + \;—3% < 0 Donc la f est décroissante. On a

donc sup By = f(0) = V2. On a donc

sup B = f(0) = /2. C’est un maximum, il est atteint pour n = 0.

On a aussi inf Fy = limg_,o f(2).

Montrons que cette limite est nulle. On a en effet

3n+2—3n
ViIn+2—+V3n =
V3n+24++v3n
2

T B3nt2+van

0. Il n’existe pas de n € N tel que v/3n + 2 — v/3n = 0, car on aurait

. 2 _
et lim,, o0 e revemi
V3n + 2 =+/3n.

’inf FE; = 0. Cette borne inférieure n’est pas un minimum. ‘




e Ensemble FE5. On étudie la fonction g(z) = xIn(x), définie sur R* , dérivable et de dérivée :
g (x) =In(z) + 1.

On a donc ¢/(z) > 0 si et seulement si x > e™!, soit 2 € [e™!, +00[. Le minimum de g est donc
atteint en x = e~ ! et vaut g(e™! = e !In(e7!) = —e~!, c’est la borne inférieur et le minimum
de EQ.

‘inf Ey = —e ! Clest un minimum‘

On a lim,_,+ g(x) = 0o donc

‘Ez n’est pas majoré et n’admet donc pas de borne supérieure.

e Ensemble F3. On a vu précédemment que Fs etait minoré, sa borne inférieure est un minimum
et vaut —e~! Pour x €]0,1], g(z) est majoré par g(1) = 0.

’sup FE3 =0 et c’est un maximum. ‘

O

Probléme : Suites arithmético-géométriques Soit (a,b) € R? tels que 0 < a < b. On pose
ug = a,vg = b et pour tout n € N :

Uy, + Up,

Up+1 = \V/UnUpn, Untl = 5

1. Montrer que : Vn € N, 0 < u,, < vy,.
2. Montrer que : Vn € N, v, — u,, < 2%(110 — up).

Correction.

1. Montrons par récurrence la propriété P(n) définie pour tout n par : « 0 < u, < v, ». Initiali-
sation : Pour n = 0, la propriété est vraie, d’aprés I’hypothése faite dans I’énoncé 0 < a < b.
Hérédité :

Soit n > 0 fixé. On suppose la propriété vraie a 'ordre n. Montrons qu’alors P(n + 1) est vraie.
On a upt1 = \/Unvy, qui est bien défini car u, et v, sont positifs par hypothése de récurrence.
Cette expression assure aussi que uy1 est positif.

De plus,

— %T—i_vn — /unvn Pa,r déﬁnltlon

Up — 2+/UpVp + Uy,
2
(/un — vvn)2

B car u, et v, sont positifs.

Un+1 — Un+1

>0

Ainsi v,11 > upy1 La propriété P est donc vraie au rang n + 1.
Conclusion :
Il résulte du principe de récurrence que pour tout n > 0 :

2. Montrons par récurrence la propriété définie P(n) définie pour tout n par : « v, —up < 2%(1)0 —
ug). ». Initialisation : Pour n = 0, la propriété est vraie car le terme de gauche vaut vy — ug
et le terme de droite vaut %(Uo — up).



Hérédité :
Soit n > 0 fixé. On suppose la propriété vraie a 'ordre n. Montrons qu’alors P(n + 1) est vraie.
Montrons tout d’abord que vy, 11 — upt1 < %(vn — uy). En effet, on a

1 Up, + Uy,

Un+1 — Un+1 — 5(7}71 - un) = T — \/UpUp — 5(7)71 - un)
= Up — \/UnUn
= un(\/ Up — / vn)
<0

On a donc bien vy41 — Upy1 < %(vn — uy). On applique maintenant ’hypothése de récurrence,

on a alors

1 1
Upgl — Uptl < 5 X 27(”0 — up)
1
— 2n+1 (UO B U())

La propriété P est donc vraie au rang n -+ 1.

Conclusion :
Il résulte du principe de récurrence que pour tout n > 0 :

Un, — U < 3% (Vo — Ug).




