DM 2 - Correction

Exercice 1. Résoudre ’équation pour x € R de paramétre a :

>x+a (I(a))

Tr—a

Correction.L’ensemble de définition est D, = R\ {a}. On a pour tout = € D, :

I = — >0
(@) = ———(+a)>
1— 2 2
r—a
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— 1
T—a
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S(a) =] — 00, —Va? + 1]U]a, v/(a? + 1)]
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Exercice 2. Résoudre l’équation pour x € R de parameétre a :
. (I(a))
x a
r—a

Correction.L’ensemble de définition est D, = R\ {a}. On a pour tout z € D, :

I — —x>0
(I(a)) -, %2
1— —
s lzal-a)
Tr —a
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Le discriminant de 22 — az — 1 est A(a) = a® +4 > 0 pour tout a € R. Les racines sont

a++vVa?+4 a—+Va?+4
ry(a)=— et r_(a)=——
+ 2 2



On va résoudre
et

Résolvons (1)
ry(a) >a <= a?+4>a

Sia>0,r(a)>a<+= a’®+4 > a® toujours vrai. Donc a > 0 solution.

Si a <0, a est solution car vVa? +4 > 0 > a Les solutions de (1) sont Sy =R
Les solutions de (1_) sont S_ = ().
Les solutions de I(a) sont donc données par (tableau de signes)

] = 00,7 (a)]U]a, 4 (a)]

Exercice 3. Résoudre dans C [’équation d’inconnue z :

z—2i 3+ z—2i 2+ 2=2Y o
z+2i 2+ 2i 2+ 2i N
z—21
z+21

Correction.On pose, Z = ( ), I’équation devient alors :

Z34+7°+74+1=0.

On remarque que —1 est une racine du polynéme, Z3 + Z? 4+ Z + 1, qui se factorise alors

en (Z+1)(Z%+1). Z2+1=(Z —4)(Z +1) et on a donc
B+ 72+ Z24+1=(Z+1)(Z -i)(Z +1).

1. Pour Z = —1 <= (Hi) — —1, on obtient z — 2i = —z — 2i soit

z+21
z=0.
2. Pour Z =i <= (Zg;) =i, on obtient z — 2i = iz — 2. Soit z(1 — i) =
donc
z=-2
3. Pour Z = —i <= (j;g;) = —1i, on obtient z — 2i = —iz 4 2 soit z(1+1)
donc
z =72
z =2
Les solutions de I’équation sont donc
S§=1{-2,0,2}

—2 4+ 2,

=2+



Probléme 1. Soit n € N. On définit la somme pour tout x €]0, 27| :

Z(x) = Z": etk
k=0

liei(n+1)z

1. Montrer par récurrence que Z(x) =

On suppose que n > 2, on pose :

n—1

. km
S, = ;sm <n> .

2. Justifier que Sy, = Zsin <k:71'> .
k=0 n
1

tan (%) ’

3. Prouver que : S, =

4. En déduire la valeur de tan (g) .

p3 - . n
5. Déterminer lim — .
n—oo n

Correction.

1. C’est I'exercice 2 du TD 1 - Récurrence, ot ¢ = €*.

n . km n—1 . km . Om . o/nT ] - o
2. kzosm <n> = kzl sin (n)+8m (n) +sin <?> Or sin (%) = O et sin (7) =

sin(m) = 0. Donc
n

. km
S, = Zsm <n> .
k=0



7r .
3.Ona Z(—) = e'*n . D’aprés la question 1 :
n

k=0
n 1 us
o 1— i(n+1)7
P 1—e'n
1 67,'7'r+i%
 1-—¢n
1+ e'n
1—é'n
ezﬁ (e l% —}—ezzn)
B ei% e_i% — €i2n>
(e‘iﬁ — ei%)
_ 2 cos(g;.)
2i sin(5-)
_ 1
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De plus
n
Im(Z(z)) = Im <Z e“m)
k=0
n
= Im(e*)
k=0
n
= » sin(kz))
k=0
Done S, = Im(Z(%)) = Im(rmy) = i

4. On a d’aprés la question précédente ﬁ = S4 Donc tan(g)
8

\f—ler/i

Donc

1

=3

3 km 17 2w 3
Par ailleurs Sy = kz_lsin (4) = sin (4) + sin <4> + sin (4

)

2
‘2[+1+



tan(x)

5. Montrons que Iirr%) = 1. On a en effet pour tout = €] —7/2,7/2[ :
r—r

tan’(z) = sin’(z) COS(Z))S;(ZC))S,(:C) sin(x)
sin?(z) + cos?(z)
cos?(x)
L
cos?(x)

En particulier tan’(0) = 1 et par définition de la dérivée en O :

o tan(x) lim tan(z) — tan(0)

= = tan’(0) =1
z—0 T z—0 z—0 ( )
Sn __ 1
On a n — ntan(g;)’ et
T tan(g-)
ntan(—) = n
(Qn) 1
n
_ 7 tan(g-)
™
2n
. . . tan(z) .oom .
On vient de voir que lim =1, comme lim — = 0 on a par composé de
=0 n—o0 21
limites :
. T T
lim ntan(—) = —.
n—oo 2n 2

En conclusion :

.S, 2
lim — = —.
n—oo N T




