DM 3 - Autour de arctan

Exercice 1. Résoudre dans R puis dans [—7, x| :

cos(3x — 1) = sin(2x) (1)
cos(3z) + cos(2x) + cos(—z) =0 (2)
Correction.
cos(3x — 1) = sin(2x)
Equivaut a
cos(3x — 1) = cos(g —2x)
Donc
3xr—1 =% —-2r [27]
ou
3xr—1 =-5 42z [27]
C’est a dire :
52 =5 +1 [27]
ou
r =1-7 [27]
s =g+l
ou
r =1-73 [27]
Sur R : les solutions sont
T 1 2w T
S= — 4+ -4+ —,1—=—+2k
kLeJZ{ 05" 5 p + 2k

Sur [—7, 7] :
sn| [{7r+1 7r+1—37r+1—77r+1 97T+1 7r}
— M. 7Tl= 34— _—. _— — _—, — _—, — —_ _——
’ 10 5’2 510 5" 10 510 5’ 2

(Ona%<1”—0<:>1<%,quiestvrai,donc%+%<7r)

cos(3x) + cos(2z) + cos(—x) =0 ((2))

cos(3z) = Re((e™*)3) = cos?(x) — 3 cos(x) sin?(z) = 4 cos?(x) — 3 cos(x)
cos(2z) = cos?(z) — sin?(z) = 2cos?(x) — 1
L’équation est équivalente &

4 cos®(x) 4+ 2 cos®(x) — 2cos(z) —1 =0



Notons X = cos(z), on obtient I’équation
AXP4+2X*-2X -1=0.

Or4X3+2X2 —2X —1=4(X + 3)(X — @)(X%— ?) On a donc

cos(z) =3
ou
cos(x) = 72
ou
_ 2
cos(xz) = —%°
2 2 3 3
S = {§+2lm,—§+2m,%+21m,—%+2kw,f+2kw,—£+2kwyk62}
“ o 2 3 3
T 2r 7w w 3m 3w
Sobmr=g 3 1)
O
Probléme 1 (Autour de arctan). 1. (a) Soit x € R que vaut tan(arctan(zx)) ?

(b) Soit x €] —7/2,7/2[, que vaut arctan(tan(x)) ¢
(c) Soit x €]r/2,3mw/2], que vaut arctan(tan(z)) ?
(d) Soitk € Z, et x €] — w/2 + km, /2 + kr[, que vaut arctan(tan(z)) ?

Correction.

(a) Par définition pour tout x € R, l’équation tan(f) = = d’inconnue = a une
unique solution dans | — w/2, /2] notée arctan(x).

Donc pour tout x € R,
tan(arctan(z)) = x

(b) Pour tout y € R, l’équation tan(z) = y admet une unique solution dans | —
w/2,7/2[. Six €| —w/2,7/2] et tan(x) = y alors par définition x = arctan(y).
Ainsi pour tout x €] — /2, 7/2], tan(z) =y implique

arctan(tan(z)) = arctan(y) =

(c) Ici x ¢] — 7/2,7/2], donc tan(x) = y nimplique pas x = arctan(y)!! Par
contre, x — T vérifie
i.x—mel—m/2,7/2
ii. tan(z —7) =y

Donc x — m = arctan(y) et finalement
Vx €|r/2,3n/2[, arctan(tan(z)) = arctan(y) =« — 7

(d) Soity tel que tan(z) =y et v €] — /2 + kr,w/2 + krn[ avec k € Z



i. v —km €l —n/2,m/2]
it. tan(x — kr) = tan(x) =y
Donc x — km = arctan(y) et finalement

Vr €] —w/2 + km,w/2 + kr|, arctan(tan(x)) = arctan(y) = = — kw

O

2. On rappelle que la dérivée d’un quotient 5 vaut %. Montrer que pour tout x

ol tan est définie on a :
tan’(z) = 1 + tan?(x).

Correction.Nx € R\ {r/2+ kn,k € Z} :

(Sin(x) ) sin’ (z) cos(z) — cos'(z) sin(z)

cos(z) - cos?(x)

_ cos?(x) + sin?(z)

=1+ tan®
cos?(x) + tan(z)

O]

3. On rappelle que la dérivée d’une composée fog vaut g x f'og. Grace a la formule
obtenue en 1.(a) montrer que la dérivée de arctan sur R vaut

1
14 22

arctan’(z) =

Correction.D’aprés la formule 1,a, on a pour tout x € R :
tan(arctan(z))’ = 1
Et par ailleurs
tan(arctan(z))’ = arctan’(z) x (1 + tan?(arctan(z))
= arctan’(z) x (1 + 2°)

Donc
1

1+ 22

arctan’(z) =



4. Montrer que pour tout x > 0 on a :

1
arctan(z) + arctan(—) =
x

b | 3

Correction.Soit f(z) = arctan(z)+arctan(L). f est dérivable sur R* et f'(z) =0
donc f est constante sur |0, 00[ et ] — oo, 0].
f(1) = /2 donc pour tout x €)0, 00|, f(x) = /2.1 O

5. Soit x,y deux réels positifs. Montrer que si xy < 1 alors

0 < arctan(z) + arctan(y) < g

Correction.Soit x > 0,y > 0 alors arctan(x) > 0 et arctan(y) > 0 donc l'inéga-
lité de gauche est triviale.

Remarquons par ailleurs que arctan est croissante (cf 3). Ainsi, pour xy < 1,
c’est-a-dire y < % on a

1
arctan(y) < arctan(—)
x

donc

1
arctan(x) + arctan(y) < arctan(z) + arctan(—) = /2
T

6. Etant donnée (z,y) € R%-’ tel que zy < 1, montrer que

arctan(z) + arctan(y) = arctan <1m +y ) 2

Correction.On a d’aprés 1-a

_ tan(arctan(z)) + tan(arctan(y)) _ < T4y )
1 — tan(arctan(z)) tan(arctan(y) 1—ay

tan(arctan(x) 4 arctan(y))

De plus tan(0) = = équivaut a 0 = arctan(x) pour 0 €] — w/2,7/2[. D’aprés la
question 5, arctan(z) + arctan(y) € [0, 7/2[ donc on a bien

arctan(z) + arctan(y) = arctan <1a: rY >

1. On remarquera que f(—1) = —7/2 et pour tout x €] — 00,0[, f(z) = —7/2

2. De maniére plus générale, arctan(z) + arctan(y) = arctan ffzyy + km, ou:
o k=0sizy<1.
e k=1sixy>1, avec x et y positifs.
e k= —1sixy>1, avec z et y négatifs.



7. Soit x > 0, comparer : arctan (ﬁ) et arctan (ﬁ) — arctan (””T_l)

Correction.Soit X = xiﬂ etY = —xT_l avec x > 0.
Pour tout x > 0, XY = ;—ﬁ < 1, on peut donc appliquer le résultat de la question
6. On obtient :

1-XY

X+Y
arctan(X) + arctan(Y’) = arctan < + )

x rz—1 xil + 1;$ 1
arctan — arctan = arctan | ————— | = arctan | -—
x+1 x 1 L 212

R
O
8. Simplifier
- 1
Z arctan (21@2)
k=1
Correction.
n n
1 k k—1
Zarctan <2k:2> = Zarctan <k n 1) — arctan ( A )
k=1 k=1
0
= arctan( :L_ 1) - arctan(I)
= t .
arc an(n n 1)
O
- 1
9. En déduire nh_)rglo Z arctan <2k2>'
k=1
Correction.
° 1 n s
nh_)rrolo > arctan <2k:2> = nh_)rgo arctan(n n 1) = arctan(l) = 1
O



