DM4

A : Il y avait manifestement une erreur dans l'exercice 2. Les solutions de (FEs) était
meélangées avec celle de (E) dans ’énoncé.

Exercice 1. Soit z € C tel que |z + 1| < 1. Montrer alors que
—2<Re(z) <0
On n’est pas obligé d’utiliser la forme algébrique...

Exercice 2. On considére I'équation du second degré suivante :
24+ (Bi—4)z4+1-Ti=0 (E)

1. A la maniére d’une équation réelle, calculer le discriminant A du polynéme com-
plexe, et montrer que A = 3 + 44

2. On se propose de résoudre (Ep) : u? = A d’inconnue complexe u.

(a) On écrit u = z + iy avec (r,y) € R%. Montrer que (FE3) est équivalent &

2
2t =322 —4=0 et y=--.
x

(b) En déduire que les solutions de (FE3) sont
uy=3—1¢ et wuy=1—2

3. Soit u7 une solution de I’équation précédente. On considére rq = w. Montrer
que 77 est solutions de ’équation (F).

4. Quelle est a l'autre solution de (E)?

Exercice 3. Soit (n,p, k,j) € N* avec k € [0,n] et j € [0, k]. Montrer que

n\(k\ _(n\(n—1J
EJ\Gi) \Gj)\n—k)
Exercice 4. Soit (a,b) € R? tels que 0 < a < b. On pose ug = a,vg = b et pour tout

neN:
Uy, + Up

Up+1 = \V/UnUn, Untl = 5

1. Montrer que : Vn € N, 0 < up, < vy,

2. Montrer que : Vn € N, v, — u, < 2%(110 — up).
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Correction 1. Comme pour tout z € C, |FRe(z)| < |z| on a pour tout z € {z €
C,lz+1]<1}:

Re(z+1)| < [z4+1[ L1

C’est-a-dire :
—1<Re(z+1) <1

soit

| 2 < Re(2) <0

Correction 2. On suit les étapes indiquées dans I’énoncé.

1. Le discriminant vaut
A=3i—4)?—u'(1-7i)=—-9—24i +16 — 4 +28i = 3 + 4i

2. Résolvons u? = 3 4 44.
(a) On pose donc u = x + iy avec z,y € R On a donc (z + iy)? = 3 + 44, soit
22 — y? + 2xyi = 3 + 4i En identifiant partie réelle et partie imaginaire on
obtient :
xz—y2:3 20y =4

Comme z # 0 (sinon A € R_ ), la deuxiéme équation devient

y=2.

On remplace alors y avec cette valeur dans la premiére équation, ce qui donne :

4

2
r“——=3

22

et en multipliant par 2
zt —3x—-4=0

(b) On fait un changement de variable X = 22 dans I'’équation z* — 322 — 4 = 0.
On obtient
X?-3X-4=0

De discriminant Ay = 9 4+ 4 % 4 = 25 = 52. Cette équation admet ainsi deux
solutions réelles :

3—-9 3+5
X =221 et Xp=Sal o

4
2 2

Remarquons maintenant que X doit étre positif car 2 = X ainsi, les solutions
pour la variable x sont

1,‘1:\/1:2 et 332:—\/41:—2

Ce qui correspond respectivement & y; = 1 et yo = —1 On obtient finalement
deux solutions pour u? = A & savoir
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‘U1:2+i et uys=-2-—1

—3it44+2+43 _
5 =3

3. On considére donc 1 = — 4. Montrons que r; est solution de (E)

=0B3-i)=9-6i—1=8—6i
(3i—4)yr1 =3 —4)(3—i) =9 +3—12+4i = -9+ 13i
Donc r? + (3i —4)r; = 8 — 6i — 9+ 13i = —1 + 74 Soit
ri 4 (3i—4)r +1-Ti=0

’Donc r1 est bien solution de (E). ‘

4. L’autre solution est sans aucun doute

T2

_ Bitdtus _ 1 _ o,
= > =1—2

Correction 3.

<ﬁ)6):kwigwﬂ%%dﬂ:(nT@Nkjﬁw

n\(n—7j\ _ n! (n—j)! _nl 1
C)0h) = e oo~ i e w

et

Correction 4.

1. Montrons par récurrence la propriété P(n) définie pour tout n par : « 0 < u, < v, ».
Initialisation : Pour n = 0, la propriété est vraie, d’aprés I’hypothése faite dans
I’énoncé 0 < a < b.

Hérédité :

Soit n > 0 fixé. On suppose la propriété vraie a I’ordre n. Montrons qu’alors P(n-+1)
est vraie.

On a up41 = \/unvy, qui est bien défini car u, et v, sont positifs par hypotheése de
récurrence. Cette expression assure aussi que u,y1 est positif.

De plus,

Uy, + U P
Unt+1 — Up4l = % — /upvn, Par définition.

Uy, — 2+/UpVp + Uy,
2
(V/un — \/Un)2

B T car u, et v, sont positifs.

>0

Ainsi vp41 > up41 La propriété P est donc vraie au rang n + 1.
Conclusion :
Il résulte du principe de récurrence que pour tout n > 0 :
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2. Montrons par récurrence la propriété définie P(n) définie pour tout n par : « v, —
Uy, < 2%(1/0 —up). ». Initialisation : Pour n = 0, la propriété est vraie car le terme
de gauche vaut vg — ug et le terme de droite vaut %(vo — up).

Heérédité :
Soit n > 0 fixé. On suppose la propriété vraie a I’ordre n. Montrons qu’alors P(n-+1)
est vraie.
Montrons tout d’abord que vy, 11 — upt1 < %(vn — uy). En effet, on a
1 Uy, + Vp 1
Un+1 — Up41 — *(Un - un) = (= —\/UnpUp — *('Un - un)
2 2 2
= Un — \/UnUn
= (i~ /)

<0

On a donc bien vy41 — Upy1 < %(vn — uy). On applique maintenant ’hypothése de
récurrence, on a alors

1 1
Upgl — Uppl < B X 27(170 — up)
1
— 2n+1 (UO B uo)

La propriété P est donc vraie au rang n + 1.

Conclusion :
Il résulte du principe de récurrence que pour tout n > 0 :

Un — U < 3= (V0 — Ug).
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