Correction DMb5

Exercice 1. Soit € €]0,1[ et u € C tel que |u| < 1 — €. Soit (z5,)nen la suite définie par
zp =1+ u et pour tout n € N :

zn+1:zZ—2izn—1+i

Montrer que Vn € N, |z, —i| < (1 — €)?". En déduire la limite de (2, )nen-

Correction 1. On a pour tout n € N,

Zng1 — 1= 22 — 20z, — 1= (2, —1)?

On va procéder par récurrence. Pour n =0 on a
l20—i| = ul <1—e=(1—¢?

Supposons donc qu'il existe n tel que |z, —i| < (1 —¢€)?" et montrons 'inégalité pour
(n+1)
On a

Zng1 — i =22 — 20z, — 1= (2, — 1)

Donc
‘Zn+1 — i = |zn — i’27

D’aprés ’hypothése de récurrence on a |z, —i| < (1 — €)2", d’ou
2 =i < (1=97) = (1 -

C’est a dire X
21 — i < (1— €

L’inégalité est donc héréditaire et la propriété est donc vraie pour tout n € N.
Comme |1 — €| < 1 on a lim,_s0(1 — €)2""" =0 donc

lim z, = 1.
n—oo

n
1
Exercice 2. On note S, = Z 7z
k=1
1. Montrer que la suite (S,,)nen est monotone.

2. Montrer que pour tout k > 2

L
B2 kh—1

=
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3. En déduire que la suite (Sy,)nen converge vers une limite ¢ € [0, 2].

Correction 2.

1. Pour tout n € Non a S,+1 =S, + (nH)Q, donc Spy1 — Sy = (n+1>2 > 0. Ainsi,
(Sn)nen est croissante.
2. Pour tout k > 2: ——% = k,;(g:;) = k(kl_l) Or pour tout k > 2,0 < k(k—1) < k2.

Comme la fonction inverse est décroissante sur R* on a donc :

11 1 1
7_f:7>7
k—1 k k(k—1)~ k2

3. D’aprés la question précédente, on peut majorer tous les termes de S, & partir du
rang k = 2. On a alors :

n—1+z 2§1+Zm—*

On reconnait alors dans le membre de droite une somme téléscopique qui se simplifie
de la maniére suivante :

z”: 1 1 L, 1
k-1 k 2-1 n n
k=2
On obtient alors S, < 2 — % La suite (Sp)nen est croissante et majorée, d’aprés le
théoréme des limlites monotones la suite (S, ),en converge, notons £ sa limite.

Comme 0 < S, <2 — % et limy, o0 2 — % = 2, le théoréme d’encadrement assure
que ¢ € [0,2].

Exercice 3 (Suite de Fibonacci). Soit (F,)nen la suite définie par Fy = 0, F; = 1
et pour tout n > 0

Fn+2 :Fn+1 +Fn'

n n
1. Montrer que pour tout n € N on a : ZF%H = Fy,4o et ZFQk = Fop1 — 1.
k=0 k=0

n
2. Montrer que pout tout n € N on a Z F,? =FFhi1.
k=0
3. (a) Onnotego:H—Q‘/5 et ¢ = 1_—2‘/5 Montrer que ¢? = o + 1 et 2 = + 1.
(b) Montrer que I'expression explicite de F,, st donnée par F,, = %(cp" — ™).

F
(¢) En déduire que lim Z_,H =

n—oo n

Correction 3.
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1. Nous allons montrer ces propriétés par récurrence sur U'entier n € N. Soit P(n) la
prorpriété définie pour tout n € N par :

n n
P(n) = « ZF2k+1 = F2n+2 et ZFQk = F2n+1 —1».
k=0 k=0

Montrons P(0). Vérifions la premiére égalité :

0
ZF%H = =Kn=1
k=0

et
FEHL=F+FkK=1

Donc la premiére égalité est vraie au rang 0.
Vérifions la sedonde égalité :

0
Y FPup=F=0
k=0

et
o1 —1=F—-1=0

Donc la seconde égalité est vraie au rang 0. Ainsi P(0) est vraie.

Hérédité :

Soit n > 0 fixé. On suppose la propriété vraie a I’ordre n. Montrons qu’alors P(n-+1)
est vraie.

Considérons la premiére égalité de P(n + 1). Son membre de gauche vaut :

n+1

n
> Forp1 =Y Fors1+ Fanys
k=0 k=0

n
Par hypothése de récurrence on a Z For11 = Fopya, donc
k=0

n+1
> Popp1 = Fonya + Fanys.
k=0

= Font+q. d’aprés la définition de (F},)nen

= Fy(ny1)+2-

La premiére égalité est donc héréditaire.
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Considérons la sedonde égalité de P(n + 1). Son membre de gauche vaut :

n+1 n
Z o, = Z Fop + Fopyo
k=0 k=0

n
Par hypothése de récurrence on a Z Fop = Fypy1 — 1, donce

k=0

n+1

> Fop = Fon1 — 1+ Fanya.
k=0

= Fypy3 — 1. d’apres la définition de (Fy,)nen

= Fyny1)41 — 1

La seconde égalité est donc héréditaire. Finalement la propriété P(n+ 1) est vraie.

Conclusion :
Il résulte du principe de récurrence que pour tout n > 0 :

n n
ZF2k+1 = Fopyo et ZFQk = Fopg1 =1
k=0 k=0

n
2. On va montrer par récurrence que P(n) : Z F,? = FpFny1.
k=0
Initialisation : Pour n = 0, on a 22:0 F? = F? = 0 et FoFy = 0. La propriété
est donc vraie au rang 0.

Hérédité :
Soit n > 0 fixé. On suppose la propriété vraie a 'ordre n.
n+1 n

Ona Z F? = Z F,?—l—F,%H Par hypothése de récurrence on a > j_q F2 = F, Fpiq
k=0 k=0

donc :

n+1
ZFlg = FnFn +Fr%+1
k=0

- n—i—l(Fn + Fn+1)

= Fpo+1Fn+2  par définition de (F),)nen

La propriété P est donc vraie au rang n + 1.

Conclusion :
Il résulte du principe de récurrence que pour tout n > 0 :
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n
P(n): > Ff = FyFop
k=0

3. Le polynome du second degrés X2 — X — 1 a pour discriminant A =144 =5 les

racines sont donc ¢ = 1‘*'2—\/5 et ¢ = % En particulier, ces nombres vérifient :
W —p—1=0cet? —1p — 1 =0, c’est-a-dire

(P =prlety?=y+1]

4. Notons :u, = -=(p" —9™) On a

V5
Lo 0
Up = %(Sﬁ —¢7)=0
Loy 1
up = ﬁ(%ﬁ —¢)=1
et pour tout n € N on a
1
Upyo = ﬁ((pn—ﬂ _ ¢n+2)
_ L n o2\ n(,2
—ﬁ)(w (%) —¢"™(¥7))
1
= ﬁ(tp"(cp +1)—4¢"(»+1)) D’apres la question précédente
1
_ n+1 n n+1 n
= + " — —
\/5(@ " =1 )
1 1
— n+1 n+1 n n
= — 4+ —" —
\/5(90 P Vi )
= Un+1 + Un

Donc u,, satisfait aussi la relation de récrurrence. Ainsi pour tout n € N, u, =
1
Fn = ﬁ(%on —ym).
5. D’apreés la question précédente on a pour tout n € N :

1 1
Fopr " =gt

Fn (pn _ wn

Donc,
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Remarquons que || > |¢| en particulier |%] < 1 et donc
n+1
lim <w> =0.
n—oo (70

. Frn
lim,, oo }}: = .

Finalemetn

Exercice 4 (Vous pouvez attendre vendredi pour le faire). Calculer

Z min(%, j)

i,j€[1,n]

Correction 4. Solution 1 :

Z min(i, j) Zmezg

ije[1,n] =1 j=1
n i n n
=33 min(i,5) + > Y min(i, 5)
=1 j=1 i=1 j=it1
n i n n
=22 0> >
i=1 j=1 i=1 j=1i+1

n

_Z—z + ( 2n—|—1)

= % (Zn:—ﬁ + (2n + 1)Zn:z'>
i=1 i=1
_ % <_n(n + 1)6(2n +1) +2n+ l)n(n;- 1)>
nn+1)(2n+1)

6
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Solution 2 :

>

i,j€[1,n],j<i

min(i, j) + min(i, j)

Z min(i,j) = Z min(i, ) + Z
1,5€[1,n] i,j€[1,n],i=j i,5€[1,n] i<
i€[1,n] ,j€[1,n],i<j
n—1 n
n(n+1)
s
=1 j=i+41
n—1
n(n+1)
= 5 +2 Zl(n —1)i
n—1
~n(n+1) ‘
= 5 +2 ZZ;(n i)i
~ n(n+1) 5 n?(n —1) (n—1
2 2
_n(n+1) 2n(n—1)(n+1)
2
~_n(n+1)(3+2(n—1))
B 6
nn+1)(2n+1)
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