
DM5
à faire avant le prochain DS !

Exercice 1. Soit ε ∈]0, 1[ et u ∈ C tel que |u| ≤ 1− ε. Soit (zn)n∈N la suite définie par
z0 = i+ u et pour tout n ∈ N :

zn+1 = z2n − 2izn − 1 + i

Montrer que ∀n ∈ N, |zn − i| ≤ (1− ε)2n . En déduire la limite de (zn)n∈N.

Exercice 2. On note Sn =

n∑
k=1

1

k2
.

1. Montrer que la suite (Sn)n∈N est monotone.

2. Montrer que pour tout k ≥ 2

1

k2
≤ 1

k − 1
− 1

k

3. En déduire que la suite (Sn)n∈N converge vers une limite ` ∈ [0, 2].

Exercice 3 (Suite de Fibonacci). Soit (Fn)n∈N la suite définie par F0 = 0, F1 = 1
et pour tout n ≥ 0

Fn+2 = Fn+1 + Fn.

1. Montrer que pour tout n ∈ N on a :
n∑

k=0

F2k+1 = F2n+2 et
n∑

k=0

F2k = F2n+1 − 1.

2. Montrer que pout tout n ∈ N on a
n∑

k=0

F 2
k = FnFn+1.

3. (a) On note ϕ = 1+
√
5

2 et ψ = 1−
√
5

2 . Montrer que ϕ2 = ϕ+ 1 et ψ2 = ψ + 1.

(b) Montrer que l’expression explicite de Fn st donnée par Fn = 1√
5
(ϕn − ψn).

(c) En déduire que lim
n→∞

Fn+1

Fn
= ϕ.

Exercice 4 (Vous pouvez attendre vendredi pour le faire). Calculer∑
i,j∈J1,nK

min(i, j)
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