[ Correction DMG6 ]

Exercice 1. Soit A € R. On considére le systéme suivant

2r+2y = Az
(53) {$+3y = My

1. Déterminer X I’ensemble des réels A pour lequel ce systéme n’est pas de Cramer.
2. Pour A € %, résoudre S
3. Quelle est la solution si A ¢ X.

Correction 1.

1. On met le systéme sous forme échelonné

2-XNz+2y = 0 z+B3-Ny = 0 =
(SA)(:){ z+(B-Ny = 0 <:’{(2—A)x+2y — 0 ‘:’{+2y—(3—A)(2—A)y — 0

D’ou

r+B=Ny = 0
(SA>‘:’{ (—>\2+5)\—4)z = 0

Le systéme n’est pas de Cramer si (A2 + 5\ — 4) = 0, soit
2 = {1,4}
2. — A=10n obtient §; <= x+2y =0
S1={(-2y,y)ly €R}

— A=40nobtient Sy <= x—y=0
Sy ={(z,x)|x € R}

3. Si A n’est pas dans X, le systéme est de Cramer, il admet donc une unique solution. Comme (0, 0) est solution,
c’est la seule.

S\ = {(070)}

Exercice 2. Résoudre le systéme suivant ou z,y, z sont des réels positifs (on pourra utiliser une fonction qui
transforme les x en +.... ) :

x2y2z6 —
ahy 18 =
22y = 3

Correction 2. Comme tous les éléments sont positifs on peut prendre le logartihme. On note X = In(z),Y =
In(y) et Z = 1In(z) on obtient :

2X +2Y +6Z = 0
AX +5Y +13Z = In(2)
20X +Y +7Z = In(3)

On résout ensuite le systéme en (X,Y, Z). Tout d’abord on échelonne le systéme :

2X4+2Y+6Z = 0 2X4+2Y+6Z = 0 2X+2Y+6Z2 = 0
4X +5Y +13Z = In(2) = 0+Y+Z7Z = In2) < Y+Z = In(2)
2X+Y +7Z = In(3) -Y+Z7Z = In(3) 2Z = In(3)+In(2)
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Une fois que le systéme est échelonné, on résout en remontant les lignes. On obtient :

2X +2Y+6Z = 0 2X +2Y+6Z = 0 2X = —In(3) —In(6%)
Y+Z = In(2) <= Y = (%) <= YV = In(F)
Z = In(V6) Z = In(/6) Z = In(v6)

Soit encore X = In(4/ ﬁ) Y = ln(%j) et Z =1In(v/6). D’ou

S

1 2
=19 y—% et z2=+6

Exercice 3. Soient (u,)neN €t (vn)nen deux suites réelles définies par

U =0 Vo =1
Vn >0, upy1 = 2un + vp Vn >0, Unt1 = up + vy

1. Ecrire une fonction Python qui prend en argument n et retourne la valeur de u, et v,.
2. Montrer que pour tout n € N :
Unt+2 = 3Upt1 — Up

3. En déduire la valeur de u,, en fonction de n € N. (Il va y avoir des 3i2\/5 qui trainent mais c’est faisable)

Correction 3.

— Fonction prenant n et ug, vg en paramétre. Pour calculer u10 on peut faire par suite(10,1,0)

1 def suite(n,u0,v0):

2 u,v=ul,v0 \# affection simultanee

3 for i in range(n):

4 u,v=2%u+tv, utv \# affection simultanee
5 return (u,v)

— D’apres la définition de (uy)pen on a :
Upt2 = 2Upt1 + Unyl

D’apres la définition de (vy,)nen on a :
Un4+1 = Un + U

Donc
Upt2 = 2Upt1 + Up + Uy

et en reprenant la définition de (uy)nen on a :
Up = Up41 — 2Up.
Donc

Unp+2 = 2un—l—l + Up + Upg1 — 2up,

= 3Up+1 — Un

— On applique la méthode du cours. La suite (uy,)nen est une suite linéaire récurrente d’ordre deux a coefficients
constant. L’équation caractéristique de (up)nen est X 2 _3X +1 = 0 dont les solutions sont

3+v5 3—5
= B) € ro = B

1
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Ainsi il existe (A, B) € R? tel que pour tout n € N :

() )
2 2

uy=0=A+B

“1:2“0+00=1:A<3+\/5>+B<3_\/5>

Le systéme & résoudre est donc

Les conditions initiales donnent :

et

A + B =0
L)+ ()m -

on fait Lo < Lo — (3+2\/5) L1 On obtient :

— 5B 1
Donc 1 1
A=— e B=-———
V5 V5
Finalement
_ 34v5\" _ 1 (3=vB\"
N, = L (3505) L (15
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