DM9

a refaire avant le prochain DS

Exercice 1. Soit A la matrice

0o -1 1
A= 4 1 =2
2 -2 1
x
1. Résoudre le systéme AX = AX d’inconnue X = Y ol A est un paramétre
z
réel.
1 1 0
2. Soitegr = 1 |,eg=1| 0 |,etez =1 1 |. Calculer Aej, Aey et Aes.
2 2 1

3. Montrer par récurrence que A”e; =.

4. Par analogie avec la question précédente, donner la valeur de A"es et A"es.

1 10
5. Soit P=[ 1 0 1
2 21

Montrer que P est inversible et calculer son inverse.

6. Soit D = P~1AP. Calculerr D.
7. Montrer par récurrence que D" = P~1A"P
8. En déduire la valeur de A™.
9. Soit (zn)neN, (Yn)neN et (2n)nen les suites définies par : xg = 1,50 = 1 et z9 = 1
et pour tout n € N :
Tp+1 = —Yn + 2n
Ynt+1 = dry  +yYn — 22,
Zngl = 2Ty —2xp + 2n
L,
Soit X, = | wn
Zn

Montrer que X, 11 = AX,,.

10. Montrer par récurrence que pour tout n € N,
X, =A"X,

11. En déduire le terme général de (z,,)nen en fonction de n.
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Correction 1.

—y +z= Az —\x —y +z = 0
1. AX =)MX <= 4z 4y —2z= )y < dr  +(1 =Ny —2z = 0
20 2y +z= Az 2x —2y +(1-XNz= 0
Ensuite on échelonne le systéme (Apreés beaucoup de fautes de calculs) on obtient :
2x —2y +(1 =Nz = 0
=< 0 +(B-Ny (—4+2\)z = 0
0 (-A=1y +32-2=X)z= 0
2z —2y +(1-XN)z= 0
¢ 0 +(5-Ny 2\ —2)z = 0
0 —(A+1y —sA+1)(A=2)z= 0
2z +(1—-XN)z —2y = 0
<< 0 +2(\—2)z +B5-Ny= 0
0 —3A+1)(A=2)z —A+1ly= 0

et enfin L3 + L3+ %()\ + 1)Ly donne :

2 +(1-XN)z —2y = 0
=< 0 420-2)z +(B-Ay= 0

0 0 (=X +1y= 0

2 +(1-XN)z —2y = 0
=< 0 420-2)z  +(B-Ny= 0

0 0 (=A+1)A+1)y= 0

Doncsi A =2 # 0 et (—A+1)(A+ 1) # 0, le systéme est de rang 3. Il admet une
unique solution a savoir S = {(0,0,0)}
Si A =1 Le systéme équivaut a

2x —2y= 0
0 -2z 4y= 0
0 0 0= 0

Il est échelonné de rang 2. Les solutions sont de la forme :

S={(yy,2y)y €R}

Si A = 2 Le systéme équivaut a

2¢c —2z —2y= 0 2¢ —2 —2y= 0
0 Jy= 0 < 0 Jy= 0
0 0 —-3y= 0 0 0 = 0

Il est échelonné de rang 2. Les solutions sont de la forme :

S ={(22,0,2)x € R}
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Si A = —1 Le systéme équivaut a

2z 42z —2y= 0

2z 42z —2y= 0
{ 0 z = Y

0 -6z 6y= 0 <=
0 0 0= 0

Il est échelonné de rang 2. Les solutions sont de la forme :

S={(0,y,9)y €R}

2. Ae; = e, Aeg = 2e9 et Aeg = —eg3

3. C’est vrai pour n = 1. On suppose que le résultat est vrai pour un certain entier
n € N, on a alors A"tle; = AA"e; = Ae; par HR. Puis Ae; = e; d’aprés la
question précédente. On a alors A"Tle; = e;. Par récurrence le résultat est vrai
pour tout n € N

4. A" = 2"y et A3 = (—1)"e3

5. cfex 8
2 1 -1
Pl=1 -1 -1 1
-2 0 1
1 0 O
6. cfex8D=| 0 2 0
00 -1
7. cfex 6
1 0 0
8. A»=PD"P'OrD"=| 0 2" 0 (ca ne marche QUE pour les matrices
0 0 (=1
diagonales)
Donc
2-—2" 1-2" -1+ 2"
A" = 2-2(-1)" 1 —14(=1)"
4 — 2n+1 _ 2(_1)n 92 _ 2n+1 2 2n+1 + (_1)n
Tn+1
9. Xpt1=| Yns1
Zn+1
0 -1 1 T —Yn + 2n
et AX,=A=| 4 1 -2 Yn | = | 4xn 4+ yn — 220
2 =2 1 Zn 22y, — 2yp, + 2p,

Ce qui est bien le systéme vérifiée par les suites (Zn)neN, (Yn)neN; (2n)neN-

10. C’est vrai pour n = 0 (A = Id) C’est aussi vrai pour n = 1 (calcul) On suppose
le résultat vrai pour UN n € N On a alors : X,, = A" X et donc AX,, = A1 X,.
Or d’aprés la question précédente AX,, = X, 1. La propriété est donc héréditaire
et donc vraie pour tout n € N.
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11. On fait le calcul de A™ X grace au résultat trouvé a la question 8. On obtient

Tp=2-2"4+1-2"-142"=2-2"
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