
Correction DS 2

Correction 1.

1. On va prouver que 2n ≤ 3n pour tout n ∈ N. Soit donc P (n) la propriété P (n) :
´ 2n ≤ 3n ˇ Initialisation : P (0) est vrai car 2 ∗ 0 = 0 ≤ 30 = 1

Hérédité : On suppose qu’il existe n ∈ N tel que P (n) soit vraie. On a alors
2(n+1) = 2n+2 ≤ 3n+2 par hypothèse de récurrence. Or 3n+2 = 3n(1+2∗3−n)
et comme 3−n ≤ 1 on a (1 + 2 ∗ 3−n) ≤ 3. Finalement

2(n+ 1) ≤ 3n + 2 ≤ 3n+1.

La propriété P est donc vraie au rang (n+ 1)

Conclusion : Par principe de récurrence,

Pour tout n ∈ N, 2n ≤ 3n

2. (a) S1 =

n∑
k=0

(
n+ 1

k + 1

)
. On fait un changement de variable : k + 1 = i on a donc

S1 =
n+1∑
i=1

(
n+ 1

i

)
On applique ensuite la formule du binôme de Newton

S1 =
n+1∑
i=0

(
n+ 1

i

)
−
(
n+ 1

0

)
= 2n+1 − 1

S1 = 2n+1 − 1

(b)

S2 =
n∑
k=0

a2k
1

4k+1
=

n∑
k=0

(a2)
k 1

4

1

4k
=

1

4

n∑
k=0

(
a2

4

)k
On reconnait ici la somme d’une suite géométrique.
Si a2 6= 4 :

S2 =
1

4

1−
(
a2

4

)n+1

1−
(
a2

4

)
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Si a2 = 4 :

S2 =
1

4
(n+ 1)

(c)

S3 =
2n∑
k=0

(k3 + 1)

=
2n∑
k=0

k3 +
2n∑
k=0

1

=

(
2n(2n+ 1)

2

)2

+ 2n+ 1

S3 =

(
2n(2n+ 1)

2

)2

+ 2n+ 1

(d)

P1 =

n+1∏
k=3

k2

=

(
n+1∏
k=3

k

)2

=

(
1

1 ∗ 2

n+1∏
k=1

k

)2

=
1

4
((n+ 1)!)2

P1 =
1

4
((n+ 1)!)2

3.1 n = in t ( input ( ’ que vaut n ’ ) )
2 s3=0
3 f o r k in range (0 ,2∗n+1):
4 s3=s3+k^3+1
5 pr in t ( s3 )

4.1 n = in t ( input ( ’ que vaut n ’ ) )
2 P1=1
3 f o r k in range (3 , n+2):
4 P1=P1∗( k∗∗2)
5 pr in t (P1)
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Correction 2.

1.
1

ω
= e

−2iπ
7 = ω

2. On a ω7 = e7
2iπ
7 = e2iπ = 1 donc pour tout k ∈ J0, 7K on a

ω7−kωk = 1

D’où
ωk =

1

ω7−k = ω7−k

3. On a d’après la question précédente :

ω = ω6

ω2 = ω5

ω4 = ω3

Ainsi on a :

A = ω + ω2 + ω4

= ω + ω2 + ω4

= ω6 + ω5 + ω3

= B.

4.
Im(A) = sin(

2π

7
) + sin(

4π

7
) + sin(

8π

7
) = sin(

2π

7
) + sin(

4π

7
)− sin(

π

7
)

Comme sin est croissante sur [0, π2 [

sin(
π

7
) ≤ sin(

2π

7
)

Donc
Im(A) ≥ sin(

4π

7
) > 0

5. On a
6∑

k=0

ωk =
1− ω7

1− ω
= 0

Or

A+B =

6∑
k=1

ωk =

6∑
k=0

ωk − 1 = −1
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6. AB = ω4 + ω6 + ω7 + ω5 + ω7 + ω8 + ω7 + ω9 + ω10 D’où

AB = 2ω7 + ω4(1 + ω1 + ω2 + ω3 + ω4 + ω5 + ω6) = 2ω7 = 2

7. A et B sont donc les racines du polynome du second degré X2 + X + 2. Son
discriminant vaut ∆ = 1− 8 = −7 donc

A ∈ {−1± i
√

7

2
}

D’après la question 4, Im(A) > 0 donc

A =
−1 + i

√
7

2

Correction 3.
1. Comme |z| < 1 et |z′| < 1 on a |zz′| = |z||z′| = |z||z′| < 1. Or si deux nombres

complexes sont égaux ils ont même module, donc zz′ ne peut pas être égal à 1,
sinon ils auraient le même module.

2. Après avoir mis au même dénominateur le membre de gauche, on va utiliser le fait
que pour tout complexe u, on a |u|2 = uu :

1−
∣∣∣∣ z − z′1− zz′

∣∣∣∣2 =
|1− zz′|2 − |z − z′|2

|1− zz′|2

=
(1− zz′)(1− zz′)− (z − z′)(z − z′)

|1− zz′|2

=
(1− zz′)(1− zz′)− (z − z′)(z − z′)

|1− zz′|2

=
(1− zz′ − zz′ + |zz′|2)− (|z|2 − z′z − zz′ + |z′|2)

|1− zz′|2

=
(1 + |zz′|2 − |z|2 − |z′|2)

|1− zz′|2

Remarquons enfin que (1 − |z|2)(1 − |z′|2) = 1 + |zz′|2 − |z|2 − |z′|2. Or |zz′|2 =
|z|2|z′|2 = |z|2|z′|2 = |zz′|2. On a bien

1−
∣∣∣∣ z − z′1− zz′

∣∣∣∣2 =
(1− |z|2)(1− |z′|2)

|1− zz′|2

3. Soit P (n) la propriété : « |zn| < 1 et |zn+1| < 1 » . Remarquons que d’après la
question 2, P (n) implique que znzn+1 6= 1 et donc que zn+2 est bien définie.
Prouvons P (n) par récurrence.
Initialisation : P (0) est vraie d’après l’énoncé : |z0| < 1 et |z1| < 1.
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Hérédité : On suppose qu’il existe n ∈ N tel que P (n) soit vraie. Montrons alors
P (n + 1) : « |zn+1| < 1 et |zn+2| < 1 ». Par hypothèse de récurrence on sait déjà
que |zn+1| < 1 il reste donc à prouver que |zn+2 < 1.
On a

|zn+2| =
∣∣∣∣ zn − zn+1

1− znzn+1

∣∣∣∣
Or d’après la question 3,∣∣∣∣ zn − zn+1

1− znzn+1

∣∣∣∣2 = 1− (1− |zn|2)(1− |zn+1|2)
|1− znzn+1|2

Par hypothèse de récurrence, (1−|zn|2)(1−|zn+1|2) > 0. Le dénominateur est aussi
positif, donc (1−|zn|2)(1−|zn+1|2)

|1−znzn+1|2 > 0 et ainsi :∣∣∣∣ zn − zn+1

1− znzn+1

∣∣∣∣2 < 1

Donc |zn+2| < 1. On a donc prouvé que la propriété P était hériditaire.
Conclusion : Par principe de récurrence, P (n) est vraie pour tout n ∈ N et comme
remarqué au début de récurrence, ceci implique que (zn)n∈N est bien définie pour
tout n ∈ N.

Correction 4.

1. (a) On calcule Sn+1 − Sn on obtient

Sn+1 − Sn =

n+1∑
k=0

1

k + n+ 1
−

n∑
k=0

1

k + n

On fait un changemetn de variable sur la première somme en posant i = k+ 1
on a alors

Sn+1 − Sn =

n+2∑
i=1

1

i+ n
−

n∑
k=0

1

k + n

Ce qui se simplifie en

Sn+1 − Sn =
1

2n+ 1
+

1

2n+ 2
− 1

n

On obtient en mettant au même dénominateur

Sn+1 − Sn =
−3n− 2

n(2n+ 1)(2n+ 2)
< 0

(Sn)n≥1 est décroissante.
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(b) Il y avait une erreur dans le sujet... La somme aurait du partir de 1 au lieu
de 0. On se rend compte que l’inégalité demandée pour n = 1 est d’ailleurs
fausse.
Pour la somme

∑n
k=1

1
k+n voilà ce qu’on aurait pu faire. ∀k ∈ J, nK, 1

k+n ≤
1

1+n En sommant ces inégalités on obtient
∑n

k=1
1

k+n ≤
∑n

k=1
1

1+n et
∑n

k=1
1

1+n =
1

1+n

∑n
k=1 1 = n

n+1 Ainsi

Sn ≤ n
n+1

Sinon on peut montrer que Sn =
∑n

k=0
1

k+n est majorée par n+1
n avec la même

méthode. Mais ce n’est pas très utile, on voudrait plutot montrer qu’elle est
minorée. Et, comme Sn est une somme de terme positif, Sn ≥ 0.

(c) (Sn)n∈N est minorée par 0 est décroissante donc

(Sn)n≥1 converge.

Avec la suite un =
∑n

k=1
1

k+n on aurait pu dire que (un)n∈N était croissante.
De plus un ≤ n

n+1 ≤ 1 donc majorée par 1. Ainsi (un)n∈N converge.

2. (a) On fait une étude de fonction : soit f : R+ → R définie par f(x) = x−ln(1+x).
La fonction f est dérivable sur R+ et

f ′(x) = 1− 1

1 + x
=

x

1 + x
.

. Ainsi pour tout x > 0, f ′(x) > 0, donc f est croissante sur R+. Comme
f(0) = 0 − ln(1) = 0, on a donc pour tout x ≥ 0 f(x) ≥ 0, c’est-à-dire
x− ln(1 + x) ≥ 0. Finalement

∀x ≥ 0, x ≥ ln(1 + x)

(b) On pose le changement de variable i = k + n. On a Comme k ∈ J0, nK, on a
i = k + n ∈ Jn, 2nK et donc

Sn =

2n∑
i=n

1

i

Comme l’indice est muet on a bien

Sn =

2n∑
k=n

1

k
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(c)

2n∑
k=n

ln

(
1 +

1

k

)
=

2n∑
k=n

ln

(
k + 1

k

)

=
2n∑
k=n

ln (k + 1)− ln(k)

=
2n∑
k=n

ln (k + 1)−
2n∑
k=n

ln(k)

On fait le changmeent de variable i = k + 1 dans la première somme : on
obtient

2n∑
k=n

ln (k + 1) =

2n+1∑
i=n+1

ln(i)

Ainsi
2n∑
k=n

ln

(
1 +

1

k

)
=

2n+1∑
i=n+1

ln(i)−
2n∑
k=n

ln(k)

=

2n∑
i=n+1

ln(i) + ln(2n+ 1)−

(
ln(n) +

2n∑
k=n+1

ln(k)

)

= ln(2n+ 1)− ln(n) +

2n∑
i=n+1

ln(i)−
2n∑

k=n+1

ln(k)

= ln

(
2n+ 1

n

)
(d) En tant que quotient de polynômes on a limn→+∞

2n+1
n = 2 Par composition,

on a lim
n→+∞

ln

(
2n+ 1

n

)
= ln(2) Donc

lim
n→+∞

2n∑
k=n

ln

(
1 +

1

k

)
= ln(2)

(e) D’après la question 1), on a pour tout k ∈ N∗

ln

(
1 +

1

k

)
≤ 1

k

Donc en sommant pour k ∈ Jn, 2nK on obtient :

2n∑
k=n

ln

(
1 +

1

k

)
≤ Sn
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On applique maintenant le résultat de bas de page, avec un =

2n∑
k=n

ln

(
1 +

1

k

)
,

vn = Sn qui sont deux suites qui admettent bien des limites donc

lim
n→+∞

2n∑
k=n

ln

(
1 +

1

k

)
≤ lim

n→+∞
Sn

On obtient bien :

ln(2) ≤ `

3. (a) On fait une autre étude de fonction. On pose g(x) = ln(1 + x) − x + x2

2 . La
fonction g est définie et dérivable sur R+ et on a

g′(x) =
1

1 + x
− 1 + x =

1− 1− x+ x+ x2

1 + x
=

x2

1 + x

Donc g′(x) ≥ 0 pour tout x ≥ 0 et donc g est croissante sur R+. Comme
g(0) = 0, on obtient pour tout x ≥ 0, g(x) ≥ g(0) = 0. Ainsi pour tout x ≥ 0,
on a ln(1 + x)− x+ x2

2 ≥ 0, d’où

∀x ≥ 0, ln(1 + x) ≥ x− x2

2

(b) i. La suite (en)n∈N est une somme de termes positifs, donc positive.
ii. On va majorer tout les termes par le plus grand terme apparaissant dans

la somme. On a ∀k ∈ Jn, 2nK, 1
2k2
≤ 1

2n2

Donc

en =
2n∑
k=n

1

2k2
≤

2n∑
k=n

1

2n2

Or
2n∑
k=n

1

2n2
=

1

2n2

2n∑
k=n

1. Il y a (n+ 1) entier entre n et 2n donc
2n∑
k=n

1 =

n+ 1.
On a finalement en ≤ 1

2n2 (n+ 1), c’est-à-dire :

∀n ≥ 1, en ≤ n+1
2n2

iii. D’après les questions précédentes , pour tout n ≥ 1

0 ≤ en ≤
n+ 1

2n2

On a par ailleurs lim
n→+∞

n+ 1

2n2
= lim

n→+∞

n

2n2
= 0 et lim

n→+∞
0 = 0.

Donc le théorème des gendarmes assure que
lim

n→+∞
en = 0
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(c) On applique l’inégalité obtenue en 2a) à 1
k > 0. On obtient donc, pour tout

k ∈ N∗ :
1

k
− 1

2k2
≤ ln

(
1 +

1

k

)
En sommant ces inégalités entre n et 2n on obtient donc

2n∑
k=n

(
1

k
− 1

2k2

)
≤

2n∑
k=n

ln

(
1 +

1

k

)

Ce qui donne en utilisant la linéarité :

2n∑
k=n

1

k
−

2n∑
k=n

1

2k2
≤

2n∑
k=n

ln

(
1 +

1

k

)
D’où

Sn − en ≤
2n∑
k=n

ln

(
1 +

1

k

)
En faisant passer en dans le membre de droite on obtient

Sn ≤ en +
2n∑
k=n

ln

(
1 +

1

k

)
(d) On applique le théorème de bas de page aux suites un = Sn et vn = en +

2n∑
k=n

ln

(
1 +

1

k

)
et on obtient lim

n→+∞
Sn ≤ lim

n→+∞
en +

2n∑
k=n

ln

(
1 +

1

k

)
Par

somme de limites on obtient bien

` ≤ ln(2)

Avec l’inégalité ln(2) ≤ ` obtenue en 2e) on obtient :

lim
n→+∞

Sn = ln(2)
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