Correction DS 2

Correction 1.

1. On va prouver que 2n < 3" pour tout n € N. Soit donc P(n) la propriété P(n) :
" 2n < 3"~ Initialisation : P(0) est vrai car 2+0=0<3" =1
Hérédité : On suppose qu’il existe n € N tel que P(n) soit vraie. On a alors
2(n+1) = 2n+2 < 3"+ 2 par hypotheése de récurrence. Or 3" 4+2 = 3"(14+2%37")
et comme 37" < 1ona (14 2x%3") < 3. Finalement

2(n+1) < 3" +2 < 3"

La propriété P est donc vraie au rang (n + 1)

Conclusion : Par principe de récurrence,

‘ Pour tout n € N, 2n < 3"‘

n
1
2. (a) S1= (n * ) On fait un changement de variable : £+ 1 = ¢ on a donc

Pt k+1
n+1
n+1
S =
=3 (")

=1

On applique ensuite la formule du binéme de Newton

51:’§<nj1)_(ng1>

=0
—_ 2n+1 -1
S =2t 1]

‘ 1 ookl 1 s fa\”
_ 2k _ 2 —
Sp=> 0y =) (a?) 4@—42(0
k=0 k=0 k=0
On reconnait ici la somme d’une suite géométrique.

Sia?+#4:
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Sia2=4:

1
SQ = Z(TL

+1)

2n

S3=> (K +1)

k=0

2n 2n
DS

k=0 k=0

(

2

2
2n(2n+1)> Cona

1

2

2n(2n +1

) 2
) +2n+1

5= (
n+1
p=]]#
k=3
n+1
(I

.

1
= Z((”JF

1
12

k=1

j

n+1

i0]

Dh?

Pi= ((n+ 1)1

n

s3=0

for k in range(0,2xn-+1):
s3=s3+k"3+1

print (s3)

int (input (’que vaut n’))

n

P1=1

for k in range(3,n+2):
P1=P1x(kxx2)

print (P1)

int (input (’que vaut n’))

o

BCPST1-Lycée Chaptal Page 2

2021/2022



Correction 2.

1.
1 =2im
— = e 7 = W
w
2. Onaw’ = e 7 = e%™ = 1 donc pour tout k € [0,7] on a
w Rk =1
D’ou 1
k_ _ Tk
We= Tk
3. On a d’aprés la question précédente :
T =uwb
i
i
Ainsi on a :

A=w+w?+uwt
=w+w?+w!
=wl +w® +w?

+ 2 4 8 2 4
Tm(A) = sm(;) + Sin(%r) + sin(%) = sm(;) + sm(;) - sin(g)
Comme sin est croissante sur [0, 5|
m 2m
sin(<) < sin(—
1n(7) < sin( 7 )
Donc
Jm(A) >sin(—) >0
5. Ona ;
1—w’
k _ —
Zw Cl-w 0
k=0
Or
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6. AB=w' 4+l + 0"+ +w +wd +w +w +w'® Dou
AB=20"+ w1+ w +w? +wd +wt + W’ +wh) = 20" =2

7. A et B sont donc les racines du polynome du second degré X2 + X + 2. Son
discriminant vaut A =1 — 8 = —7 donc

Ae {ZLEWT tiﬁ}

D’aprés la question 4, Jm(A) > 0 donc

14T

A
2

Correction 3.

1. Comme |z| < 1 et |2/| < 1 on a [2Z| = |Z||/| = |2]|¢/] < 1. Or si deux nombres
complexes sont égaux ils ont méme module, donc zz’ ne peut pas étre égal a 1,
sinon ils auraient le méme module.

2. Aprés avoir mis au méme dénominateur le membre de gauche, on va utiliser le fait
que pour tout complexe u, on a |u|* = u :

1 z—2 2_ 1 —Z2|%2 - |z — 2|2
1—z2 |1 —z2/|2

1=z -7)— (2 =)z — 7))
N |1 —7z2/|2
(=21 —-22) - (2= 2)(=z - 7)

|1 —Zz2/|2
(1 =z =22+ |22)?) — (|2 — 2z — 72 + |Z]?)
B |1 —z2/|?
_ Q4P - - )

1 —z2|?

Remarquons enfin que (1 — |2]2)(1 — [2/|?) = 1+ |22/]? — |2]? — |¢]?. Or |2Z/]? =

2[?|2']? = |2[?|2']* = |z2/[*. On a bien
2
N it i Ol 1 (SRl A )
1—z2 |1 —z2/|?

3. Soit P(n) la propriété : « |z,| < 1 et |z,4+1] < 1 ». Remarquons que d’aprés la
question 2, P(n) implique que Z,z,+1 # 1 et donc que z,49 est bien définie.
Prouvons P(n) par récurrence.

Initialisation : P(0) est vraie d’aprés I’énoncé : |zg] < 1 et |z1| < 1.

BCPST1-Lycée Chaptal Page 4 2021/2022



Hérédité : On suppose qu’il existe n € N tel que P(n) soit vraie. Montrons alors
P(n+1): «|znt1] < 1 et |zp42| < 1 ». Par hypothése de récurrence on sait déja
que |zp+1] < 11l reste donc a prouver que |z, 42 < 1.

On a

Zn T Zn+1
|2n+o| = |-———

1—Znzn41
Or d’aprés la question 3,

(1= Jza) (A = |2p41]?)
‘1 _%Z'n—Fl‘Q

2
Zn — Zn+1 —1_

1 —Znznt1

Par hypothése de récurrence, (1—|2,|?)(1—|zp41|%) > 0. Le dénominateur est aussi

(A—[zn|*)(A—|2n11]?)

T2 > 0 et ainsi :

positif, donc

Zn ;ZnJrl <1
1 —Zpzn11

Donc |zp42| < 1. On a donc prouvé que la propriété P était hériditaire.
Conclusion : Par principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N et comme
remarqué au début de récurrence, ceci implique que (z,)pen est bien définie pour
tout m € N.

Correction 4.

1. (a) On calcule S,,+1 — S, on obtient

n+1 1 n 1
Spir =Sy =S
Lo ;)k:+n+1 kzok+”

On fait un changemetn de variable sur la premiére somme en posant i = k+1

on a alors
n+2

1 "1
SnH_Sn:Zi—i—n_kZ:Ok—i—n

=1

Ce qui se simplifie en

1 1 1

S =S, = _ =
o = T T o e T

On obtient en mettant au méme dénominateur

B —3n—2 <0
- n(2n+1)(2n + 2)

Sn+1 - Sn

‘ (Sn)n>1 est décroissante. ‘
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(b) Il y avait une erreur dans le sujet... La somme aurait du partir de 1 au lieu
de 0. On se rend compte que l'inégalité demandée pour n = 1 est d’ailleurs
fausse.

Pour la somme Y, _, kJ%n voila ce qu’on aurait pu faire. Vk € [, n], ﬁ <
7+ En sommant ces inégalités on obtient Y3y 117 < Y p_y 1 et > poy 1 =

1—|l—n 1+n
n _ n . .
T 2ak—1 1 = 77 Alnsi
_n_
Sn < n+1
: _ n 1 C A n+1 A
Sinon on peut montrer que S, =Y ;' T4 est majorée par “= avec la méme

méthode. Mais ce n’est pas trés utile, on voudrait plutot montrer qu’elle est
minorée. Et, comme S,, est une somme de terme positif, S,, > 0.

(¢) (Sn)nen est minorée par 0 est décroissante donc

‘ (Sn)n>1 converge. ‘

Avec la suite up, = Y 54 Wln on aurait pu dire que (up)nen était croissante.
De plus u, < #—1 < 1 donc majorée par 1. Ainsi (up)nen converge.

2. (a) On fait une étude de fonction : soit f : Ry — R définie par f(z) = z—In(1+4z).
La fonction f est dérivable sur R, et

1 o
1+xz 14z

fll@)=1

. Ainsi pour tout x > 0, f'(z) > 0, donc f est croissante sur Ry. Comme
f(0) = 0—1In(1) = 0, on a donc pour tout x > 0 f(z) > 0, c’est-a-dire
x —In(1 + z) > 0. Finalement

’VazZO,len(1+x)‘

(b) On pose le changement de variable i = k + n. On a Comme k € [0,n], on a
i=k+n € [n,2n] et donc

2n 1
1=n

Comme l'indice est muet on a bien
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Zln<1+ > il <k+1>
:Zln(k:Jrl)—ln(k)
k=n

2n 2n
= In(k+1) =) In(k)
k=n k=n

On fait le changmeent de variable ¢ = k£ + 1 dans la premiére somme : on

obtient
2n+1
Zln k+1)= ) In(
i=n-+1
Ainsi
2n 1 2n+1 2n
> I (1 + k) = Z In(i) =y " In(k)
k=n i=n+1 k=n
2n 2n
= Z In(i) + In(2n + 1) — (hﬂ(n) + Z ln(k:))
1=n-+1 k=n-+1
2n 2n
=In@2n+1)—In(n)+ > In(i)— > In(k)
1=n-+1 k=n-+1

<2n—|—1)
=1In
n

(d) En tant que quotient de polynémes on a lim, o
2 1
< nt > = In(2) Donc

2n 1
lim In (1 + k) = In(2)

n—-+o0o
k=n

2n+1
n

= 2 Par composition,

ona lim In
n—4o0o

(e) D’apreés la question 1), on a pour tout k € N*

1 1—1—1 <1
n il il
k)~ k

Donc en sommant pour k € [n,2n] on obtient :
2n 1
> In <1 + k) < S,
k=n
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2n
1
On applique maintenant le résultat de bas de page, avec u,, = Z In <1 + k:> ,
k=n
v, = S, qui sont deux suites qui admettent bien des limites donc

2n
1
. Z ) <
nllg—look In <1 + k‘) - ngrfoo Sn
=n

On obtient bien :
In(2) <¢

3. (a) On fait une autre étude de fonction. On pose g(x) = In(1 +z) — z + % La
fonction g est définie et dérivable sur Ry et on a
1 1—1—z+z+ z2 z?

= —1 = =
1+ Tt 1+ 1+

g'(x)

Donc ¢'(xz) > 0 pour tout x > 0 et donc g est croissante sur R;. Comme
9(0) = 0, on obtient pour tout = > 0, g(x) > ¢(0) = 0. Ainsi pour tout =z > 0,
on a In(1+ x) —x+‘%2 >0, d’ou

V:vzo,ln(1+x)2x—§

(b) i. La suite (ep)nen est une somme de termes positifs, donc positive.

ii. On va majorer tout les termes par le plus grand terme apparaissant dans

la somme. On a Vk € [n,2n], 515 < 507
Donc
2n 1 2n 1
=2 o =2 g
k=n k=n
2n 1 1 2n 2n
Or ZW = WZI Iy a (n+ 1) entier entre n et 2n donc Zl =
k=n k=n k=n
n+ 1.

(n+1), c’est-a-dire :

On a finalement e, < #

1
‘Vnzl,eng%

iii. D’aprés les questions précédentes , pour tout n > 1

n+1
OSGnSTnZ

1
On a par ailleurs lim ntl_ L Oet lim 0=0.
n—o4oo 2n2 n—+oo0 202 n—s+oo

Donc le théoréme des gendarmes assure que

lim e, =0
n—-+00
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(c) On applique I'inégalité obtenue en 2a) a % > 0. On obtient donc, pour tout

ke N*:

1

<In (1

ko 2k2

!
k

En sommant ces inégalités entre n et 2n on obtient donc

2n

Ce qui donne en utilisant la linéarité :

2n 1 2n 1 2n 1
gk_gwg§1n<l+k>

D’ou

2n
1
Sn_n§ \ 1 'R
wxin ()

En faisant passer e, dans le membre de droite on obtient

2n

Sngen—i—Zln(

k=n

142
k

Z<1—12) Siln(l%—l)
— k 2k — k

(d) On applique le théoréme de bas de page aux suites u, = S, et v, = e, +

2n 1
Zln (1 + k:) et on obtient
k=n

sc_)mme de limites on obtient bien

lim S, <

n—-4o00

¢ <1In(2)

lim e,
n—-4o00

Avec 'inégalité In(2) < £ obtenue en 2e) on obtient :

n—-+o0o

lim S, =1In(2)

2n 1
+ kZln (1 + k) Par
=n
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