Correction DS 4

Exercice 1. 1. Donner la définition d’une fonction injective. En donner un
exemple et un contre-exemple.

2. Exprimer a I'aide de quantificateurs le fait qu’une fonction f soit majorée
sur R.

3. Donner la négation de la proposition suivante : « Si il pleut alors je prends
mon parapluie. »

4. Donner la contraposée de 'implication suivante : « Il pleut et il y a du
soleil »=—= « il y a un arc-en-ciel . »

5. Que vaut la matrice identité de taille 37

6. Donner la définition d’une matrice symétrique. En donner un exemple
de taille 3 (qui n’est pas la matrice identité ni la matrice nulle).

7. Donner un exemple d’une matrice de taille 2, telle que A # 0 mais A% = 0.

Correction 1.
Cf cours
dM e RVz €R, f(x) <M

"Il pleut et je ne prends pas mon parapluie’

e

Tl n’y a pas d’arc-en-ciel’ = ’ Il ne pleut pas ou il n’y a pas de soleil’
100

5 1d=1]1 0 1 0

0 0 1

6. Une matrice A est symétrique si A = AT ou AT désigne la transposée de

1 20

A exA=1]1 21 0

0 01

0 1 .

7. A= ( 0 0 ) fonctionne.
Exercice 2. On regarde une horloge comme un cercle trigonométrique... Ainsi
quand il est midi pile, I'aiguille des heures est & 3 et 'aiguille des minutes est
™

aussi & 5 (& 27 prés évidemment.) Quand il est 15 : 00, l'aiguille des heures
est a 0 tandis que celle des minutes est a 3.

1 1[Z 1 - 1[: R
10 2 10 2 10 2
9 3 9 3 [¢] 3
8 4 8 4 4

A quelle place se trouve l'aiguille des heures & 16H00 et a 16h407 (on
justifiera la réponse proprement pour 16h40)

Correction 2. A 16h00, il est 1h de plus que 15H00. 1H correspond &
1/12 de tour du cercle, donc %2% = - Comme le sens trigonométrique est
opposé a celui du sens horaire,

l'aiguille des heures est a =% a 16HO00.

Pour 16h40, on a ajouté 40/60 = 2/3 d’heures & 16h00. L’aiguille des heures

a donc avancé de %% = g, elle est donc a
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Exercice 3. 1. Résoudre I'inéquation d’inconnue y suivante :

_ _5
5=

ol

y—3
<2 E
2 —3 = y (E1)

2. En déduire les solutions sur R de 'inéquation d’inconnue X :

sin?(X) — 3 .
2sn2(X) 3 <2sin*(X) (E»)

3. Finalement donner les solutions sur [0, 27| de I'inéquation d’inconnue z :

in*(2z + §) — 3
s ( T 6) < 251112(2334‘1) (E3)

2sin’(2z + %) —3 ~ 6
Correction 3.
. y=3 9
2y—3 — Yy
— 0 <2y— 3=
— 0 <unl

-3
23 <2
0 < 4(92—(;)_(33—2)
2

Donc les solutions de (E4) sont

1= [3.1]U]5 +oo]

2. X est solutions de (E?2) si et seulement si :

sin?(X) € [i’l} u]z’,+oo[

Comme pour tout X € R, sin(X) € [—1, 1], ceci équivaut a

c’est-a~dire : sin?(X) > 3, soit (sin(X) — V3 (sin(X) + —3) > 0 On
obtient donc

sin(X) € |1, —=

4
On a d’une part sin(X) < =2 <= X € [; + 2k, 5?77 + 2k7r] et
ke

e

Z
_ 2
e X € [37T+2l<:7r,;+2k:7r]
Z

d’autre part sin(X) >

Bl
m

Ainsi les solutions de (FEs) sont

P 4
So=J |+ 2km, = + 2kr| U AT ok, 2 4 ok
= 13 3 3 3

En remarquant que 4{ =35 +tmet 5{ = %’r + 7, on peut simplifier les

solutions de la maniére suivante :
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2
Sy = U |:g+k7r,;+k‘7'(:|
keZ

3. x est solution de (E3) si et seulement si
21+ = € U L 214—14:77
6 3 "3
kezZ
C’est-a-dire 0
T T
2 ———+kr,——=+k
xEU[S 6+ 77,3 6+ 7T:|
On obtient
P A
12 274 2
kezZ

Les solutions sur [0, 27| sont donc

2 10
M = 0 10
-1 0 1
x
1. Résoudre le systéeme M X = AX d’inconnue X = | y | ol A est un
z
paramétre réel.
2. Calculer (M — Id)2. Donner son rang.
1 0 1
3. Soit e; = 0 ,eo=1 0 |,eteg=| —1 |.Exprimer Mey, Mesy
-1 1 0

en fonction de eq, es.

4. Montrer qu'il existe (a, 3) € R? tel que Mes = aeg + fes.

1 0 1
5. Soit P = 0 0 -1
-1 1 0

Montrer que P est inversible et calculer son inverse.
6. Soit T'= P~'MP. Calculer T.

7. Montrer par récurrence que pour tout n € N* :
" =P 'M"P
8. Montrer qu’il existe une matrice diagonale D et une matrice N telles que
T=D+N et ND=DN

9. Montrer que N2 =0
10. Montrer que 7" = D™ + nND" 1.
11. En déduire la valeur de M™.

Correction 4.
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2v 4y Az

MX = )\X < Y =| My

—T+2z Az
2z 4y = A\ (2—-Nz +y =0
Yy = \y = (I—=XNy =0
—x +z = Az —x +(1-XN)z = 0

En échangeant les lignes et les colonnes on peut voir que le systéme est
déja échelonné. L3 — Ll, Lo 3, L1+ Lo

-z +(1-XNz = 0
MX=XX =< 2—-)Nz +y =0
(1=Ny =0
C3 + C1,05 < (5,01 < ()
(1—=X)z -z =0
= (2— Nz +y =0
(I-XNy = 0

Si A ¢ {1,2} alors le systéme est de rang 3, il est donc de Cramer et
I’unique solution est

| §={(0,0,0)}]

Si A =1, le systéme est équivalent &

—x —
2-1Dz +y =
0 p—

o O O

<~ v =0
y =0

Le systéme est de rang 2. L’ensemble des solutions est

| §={(0,0,2)|z €R}|

Si A =2, le systéme est équivalent a

(1-2)z —x = 0 -z —x =0 _
0 +y = 0 < y =0 <:>{x :OZ
1-2)y = 0 y =0 yo=

Le systéme est de rang 2. L’ensemble des solutions est

| S ={(-2,0,2)|  €R}|

1 10
2. M—1d = 0 0 0
-1 0 0
Donc
1 1 0
(M—-1d)?=| 0o 0 0
-1 -1 0
Le systéme associé est
z +y =0
0=0 <:>{:L‘+y =0 Il est de rang 1. Donc
-z -y =0
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(M —1d)? est de rang 1

3. Le calcul montre que Me; = 2e; et Meo = eo

1 1
-1 ]| =
-1 0

e}

4. Le calcul montre que Mesg = e3 — e

—

Ainsi on peut prendre

a:—letﬁzl‘

|
—_
o
—_

5. On considére la matrice augmentée : 0

L3 < L3+ Ly donnent

1 0 1|1 00
00 —-1/0 1 0
01 11]1 01
L+ L1+ Ly et Ly + L3+ Ly donne
1 0 0|1 10
00 —-1/0 1 0
01 011 11
Lo <+ —Lo donne
1 00 1 0
0 01 -1 0
010 0 1
Enfin Lo <+ L3 donne
1 00 1 0
010 1 1
0 01 -1 0
1 1 0
P est inversible d’inverse 1 1 1
0 -1 0
6. Le calcul donne
2 0 0
T = 01 -1
0 0 1

(sur une copie, le produit intermédiaire M P serait apprécié)
7. (CF ex 6-3 du DM de Noél)

On pose P(n):"T" = P~1M"P”

Initialisation 7' = T et P~'M'P = P~'MP = T d’aprés la définition de 7.
Donc P(1) est vrai.

Hérédité On suppose qu'il existe n € N tel que P(n) soit vraie. On a alors

()" =1"T
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et donc par Hypothése de récurrence :
" = (P~1M"P)(P~'MP)
= (P7'M"PPIMP)
= (P7'M"1d M P)
= (P7'M"MP)
= (P71M"Tp)

Conclusion P(n) est vraie pour tout n.

2 0 0 2 00 0 0
8 OnaT=|1 01 -1 |J]=10 10 —I—(O 0 —1
0 0 1 0 01 0 0
2 00 00 O
OnposeD=| 0 1 0 etN(O 0 )OnablenT D+N
0 01 00 0
00 O
et le calcul donne DN=| 0 0 -1 | =DN

9. C’est un calcul. La question « normale » devrait étre « Calculer N2 » |
mais ne permet pas de faire la question suivante si on n’a pas trouvé la
forme de N.

10. Solution 1 : On peut appliquer le binome de Newton & T'= D + N car
D et N commutent. On a alors

k=0
Comme pour tout k£ > 2, N2 = 0 il reste dans cette somme seulement les
termes k = 0 et £k = 1. On obtient donc

TTL — (n) NODTL—O + <n> Nan—l
0 1

=D"+nND"?
Solution 2 :
On pose P(n): “T" = D" +nD" "IN ~
— Initialisation 7' =T et D! + 1D°N = D' +IdN =D+ N =T
d’aprés la définition de D, N. Donc P(1) est vrai.
— Heérédité On suppose qu'il existe n € N tel que P(n) soit vraie. On
a alors

()"t =11
et donc par Hypothése de récurrence :
T = (D" +nD" 'N)(D + N)
=D"D +nD" 'ND + D"N +nD" ' N?

Comme ND = DN on a D" 'ND = D" '!DN = D"N. on a par
ailleurs N2 = 0 donc

Tt = prtl L DN + nD"N
— Dn+1 + (n + I)D(n+l)_lN

Ainsi la propriété est héréditaire.
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11.

— Conclusion P(n) est vraie pour tout n.

On a d’apreés la question 7
M" = PT"P~!

et d’aprés la question précédente :

2m 0
T"=D"4+nD" N=| 0 1 —n
0 0 1
Le calcul donne
2m 2m 0
T"P~'=1 1 14n 1 |et
0 -1 0
m 2" —1 0
M" = 0 1 0
2" +1 -2"+1+n 1

Exercice 5 (Ensemble de Mandelbrot). Soit (25, )nen la suite définie par zp = 0

et

2
Zntl = 2, + ¢

ol ¢ € C est un complexe.

Selon la valeur de ¢, il y a deux possibilités : soit (z,)nen reste bornée,
soit son module tends vers l'infini. Le but de ce probléme est d’écrire un al-
gorithme qui permet de tracer I’ensemble des ¢ pour lesquels la suite (z,)nen
reste bornée. Cette ensemble s’appelle I’ensemble de Mandelbrot.

1.

Que vaut la suite (z,)nen pour ¢ = 0. Est ce que ¢ = 0 appartient a
I’ensemble de Mandelbrot ?

. Que valent les premiéres valeurs (n = 0,1,2,3,4) de la suite (2p)nen

pour ¢ = i. A votre avis est-ce-que ¢ = ¢ appartient & ’ensemble de
Mandelbrot ?

3. Méme question pour ¢ =1+ (pour n =0,1,2,3).

4. Ecrire une fonction Python suite_z qui prend en argument un entier

n € N et un complexe ¢ € C et qui retourne la valeur de z,.

. On peut montrer que ¢ appartient a ’ensemble de Mandelbrot si et seule-

ment pour tout n € N, |z,| < 2. On suppose pour simplifier qu’un nombre
c appartient a4 ’ensemble des Mandelbrot si et seulement si pour tout
n € [0,100], |z,] < 2. Ecrire une fonction verif qui prend un nombre
complexe c¢ et retourne True si ¢ appartient & 'ensemble de Mandelbrot
et False sinon.

Ecrire une fonction tracer qui prend en argument deux réels (z,y) et qui
trace le point (z,y) sur un graphique si le point d’affixe = + iy appartient
a I’ensemble de Mandelbrot.

Ecrire un script python qui teste si les points de coordonnées (1%)0, 1%0
pour 4,5 € [—100,100] appartiennent a I’ensemble de Mandelbrot et les
trace le cas échéant.
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17

18

19

20

21

N
N

0.75 1

0.50 A

0.25 A

0.00

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 A

-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0

Correction 5.

1. Pour ¢ = 0 la suite (25, )nen est constante égale a 0. 0 appartient donc a
I’ensemble de Mandelbrot.

2. Pourc=i,20=0,21 =i, 20 =i°+i=—1+4+14, 23=(—1+i)>+i=—i,
24 = (—i)®> +1i = —1 + 1. La suite semble périodique et donc le module
est borné. Ainsi ¢ = ¢ appartient donc & ’ensemble de Mandelbrot.

3. Pourc=14i:20=0,20=1+i,20=(1+0)2>+1+i=1+4 3,
z3 = (1430)2+1+i = —T+7i, 24 = (=T+7i) 2 +1+i = 49(—1+i)2+1+i =
49(—2i)+1+1i =1-97i. Le module semble tendre vers 'infini. ¢ = 144
n’appartient donc pas a I’ensemble de Mandelbrot.

def suite z(n,c):
z=0
for i in range(n):
7Z=7%*2+C
return(z)

def verif(c):
for n in range(101):
if suite z(n,c)>2:
return(False)
return(True)

import matplotlib.pyplot as plt
def tracer(x,y):
c=x+y*1]
if verif(c)==True:
plt.plot(x,y, 'kx’)

for x in range(—100,101):
for y in range(—100,101):
tracer (x/100,y/100)
plt .show ()

BCPST1-Lycée Chaptal Page 8 2021/2022



	Correction 1.
	Correction 2.
	Correction 3.
	Correction 4.
	Correction 5.

