DS5

3h00

e Les calculatrices sont interdites durant les cours, TD et a fortiori durant les DS de mathématiques.

e Si vous pensez avoir découvert une erreur, indiquez-le clairement sur la copie et justifiez les initiatives
que vous étes amené-e -s & prendre.

e Une grande attention sera apportée a la clarté de la rédaction et a la présentations des solutions.
(Inscrivez clairement en titre le numéro de 'exercice, vous pouvez aussi encadrer les réponses
finales.)

e Vérifiez vos résultats.

e Le résultat d’une question peut étre admis et utilisé pour traiter les questions suivantes en le
signalant explicitement sur la copie.
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Exercice 1. Soit f une fonction de R dans R. On considére les trois propositions suivantes
Pi(f):73IM e R,Vz €R, f(z) < M”

Py(f) 73z €R, Iy €R, f(z) < f(y)”
P3(f):"Vz € R,3y € R, f(z) > f(y)”
1. Donner les négations de ces propositions

2. Dire si ces propositions sont vraies ou fausses pour les fonctions suivantes :

R —- R R - R R - R
x — 17 x +— exp(x) x +— cos(x)

f

)

On justifiera, dans le cas ou les propositions sont vraies, en donnant une valeur pour les variables
quantifiées par le quantificateur 3

Exercice 2. Soit M la matrice :

-1 -3 0
M = 0 2 0
3 2 2
x
1. Résoudre le systéme M X = AX d’inconnue X = | y | ot A est un paramétre réel.
z
2. Calculer (M — 21d)%. Donner son rang.
0 1 1
3. Soiteg=| 0 |,ex= —1 |,etez= 0 . Exprimer Mej, Meg en fonction de eq, es.
1 0 -1
4. Montrer qu'il existe (a, 3) € R? tel que Mey = aey + fBey.
0 1 1
5. Soit P=| 0 -1 0
1 0 -1

Montrer que P est inversible et calculer son inverse.
6. Soit T'= P~'MP. Calculer T.

7. En déduire I'expression de T en fonction de P, M et n. (La récurrence n’est pas exigée)

2 0 0 010
8 Onpose D=| 0 2 0 eteN=| 0 0 O
0 0 -1 000

Veérifier que
T=D+N et ND=DN

9. Calculer N?
10. Montrer que 7" = D" + nND" 1.

11. Soit (n)neN, (Yn)neN €t (zn)neN trois suites vérifiant xo = yo = 29 = 1 et pour tout n € N

Tptl = —Tp — 3Yn
Yn+1 = 2yn
Zntl = 3Tp + 2Yn + 22,
In
On considére U,, = | yy,
Zn

(a) Déterminer une relation de récurrence entre Up41, U, et M.
(b) En déduire a I'aide d’une récurrence Iexpression de U, en fonction de M, n et Up.
(¢) En déduire l'expression de z,, en fonction de n.
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Exercice 3. Pour Noél, la 1BIO A a décidé d’organiser un échange de cadeaux au hasard au cours
duquel chaque personne regoit un cadeau d’une autre personne. Pour ce faire, tous les noms (étudiants
et professeurs) sont placés dans une trousse et chaque personne tire au hasard le nom de la personne
& qui elle offrira son cadeau. Si une personne tire son propre nom, elle en tire un autre puis remet son
nom dans le chapeau. On propose d’étudier le nombre de fagons possibles d’attribuer tous les cadeaux.

On désigne par n > 2 le nombre total de personnes et par a, le nombre de fagons possibles
d’attribuer les n cadeaux sans que quelqu’un recoive son propre cadeau. Le but de cet exercice est de
déterminer une relation de récurrence vérifiée par a,,.

1. Déterminer a9 et as.

2. On fixe n > 4. Soit x votre professeur de mathématiques. On désigne par y la personne qui regoit
le cadeau de x et par z la personne qui recoit le cadeau de y. On exprimera les réponses aux trois
questions suivantes en fonction de n, a,_1 et an_o.

(a) Combien y a-t-il de choix possibles pour y 7
(b) Si z = x, combien y a-t-il de fagons possibles d’attribuer les n cadeaux ?

(¢) Si z # x, combien y a-t-il de fagons possibles d’attribuer les n cadeaux ? (Indication : on
pourra étudier le cas ou y se désiste et z donne directement son cadeau a z. )

3. En déduire que a,, = (n — 1) (ap—1 + an—2) pour tout n > 4.
4. (a) Montrer que Vn > 2

n _\k n+1 Nk n _1\k
(n+1) (mZ( kll) F ey kll) ):(n+2)!< ( kll) >+(n+1)(—1)”+l
k=0 k

(b) Montrer que Vn > 2

k=0

(c) En déduire a ’aide d’une récurrence double que
n
(—DF
an = n! Z o
k=0

pour tout n > 2. (on rappelle que par convention 0! = 1)

INFORMATIQUE

Exercice 4 (Anagrammes).
On rappelle qu'une anagramme d’un mot est un mot obtenu en réarrangeant les lettres d’un autre
mot. Par exemple :

IMAGINER et MIGRAINE

Dans cette exercice, les chaines de caractéres ne contiendront que des lettres majuscules et pas de
caractéres spéciaux ou d’espaces.

1. Dans le DM des vacances de Noél j’avais proposé une fonction qui permettait de vérifier si deux
mots étaient des anagrammes l'un de 'autre. Il y avait malheureusement une erreur dans cette
fonction. M. Lemanissier vous propose un exercice qui permet de combler cette erreur.

Voici la fonction du DM :

1 def anagramme(s,t):

2 if len(s)!=len(t):

3 return (False)

4 for lettre in s:

5 if lettre not in t:
6 return (False)
7 return (True)
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Trouver deux chaines de caractéres chl et ch2 qui ne sont pas anagrammes ['une de ’autre et qui
pourtant vérifient anagramme (chl,ch2)—>True (je vous conseille de faire la question 2 avant
de réfléchir & celle-ci pour comprendre le probléme)

2. Détection si deux chaines sont des anagrammes :

(a) Ecrire une fonction NbAppar(ch,a) qui prend en argument une chaine de caractéres et un
caractére et qui renvoie le nombre de fois que le caractére a apparait dans ch.

Par exemple, NbAppar (’ ANAGRAMME’ , ’A’) renvoie 3.

(b) Soient chl et ch2 deux chaines de caractéres de méme longueur. Donner une condition
nécessaire et suffisante portant sur le nombre d’apparitions de chaque lettre pour que ces
deux chaines de caractéres soient des anagrammes.

(c) Ecrire une fonction VerfiAnag(chi,ch2) qui prend en argument deux chaines de caractéres
et qui renvoie True si chl et ch2 sont des anagrammes et False sinon.

3. Dénombrement informatique des anagrammes d’un mot. Comme pour le dénombrement mathé-
matiques, nous allons considérer a priori les lettres identiques comme différentes, puis nous allons
enlever les doublons.

(a) Parmi les quatre fonctions suivantes, déterminer 'unique fonction qui prend en argument
une chaine de caractére ch et un caractére a et qui renvoie la liste chaines de caractéres
obtenue en insérant & chaque position possible de ch.

Par exemple, pour ch="B0’ et a=’A’, on doit obtenir [’AB0’, ’BA0’, ’B0A’].Pour ch=’B0’
et a=’B’, on doit obtenir [’BB0’, ’BB0’, ’B0OB’] (le premier et le deuxiéme 'BBO’ cor-
respondent respectivement a I’ajout du ‘B’ a la position 0 puis a la position 1)

1 def Inserl(ch, a) : 1 def Inser2(ch,a)

2 L= ] 2 L= ]

3 for k in range(len(ch)) : 3 for k in range(len(ch)+1)

4 L.append(ch[:k|+atch[k:]) 4 L.append(ch [:k|+a+ch[k:])

5 return L 5 return L

1 def Inser3(ch,a) : 1 def Inser4(ch,a)

2 L= ] 2 L= ]

3 for k in range(len(ch)) : 3 for k in range(len(ch)+1)

1 L.append(ch [:k|+a+tch|k+1:])4 L.append(ch [:k|+atch[k+1:])
5 return L 5 return L

(b) Utiliser la fonction d’insertion précédente pour écrire une fonction InserListe(L,a) qui
prend en argument une liste de chaines de caractéres et qui renvoie la liste des chaines
de caractéres obtenue en insérant & chaque position possible de chacune des chaines de
caracteres de L.
Par exemple, InserListe([’0B>, ’B0’], ’B’) renvoie [’BOB’,’0BB’,’0BB’,’BB0’,>BB0’, ’BOB’].
(c) Compléter la fonction ListeAnag(ch) qui prend en argument une chaine de caractéres et
afin qu’elle renvoie la liste des anagrammes de la chaine de caractéres (éventuellement avec

répétition).

Par exemple, ListeAnag(’BOB’) devra renvoyer [’B0OB’,>0BB’,’0BB’,’BB0’,’BB0’, ’BOB’].
1 def ListeAnag(ch):

2 L=[""]

3 n—...

4 for 1 in range(n):

5 L=inserListe (... , ...)

6 return

(d) Ecrire une fonction SansRepet (L) qui prend en argument une liste L pour et qui renvoie la

méme liste sans répétition.

Par exemple, SansRepet ([’BOB’,’>0BB’,’0BB’,’BB0’, ’BB0’, ’BOB’] renvoie [’BOB’,’0BB’, >BB0’].
(e) Utiliser les fonctions précédentes pour écrire une fonction NbAnag(ch) qui prend en argument

une chaine de caractéres et qui renvoie le nombre d’anagrammes de ce mot.
(f) Quelle valeur va retourner NbAnag (’0OLIVIER’) (& exprimer a I’aide de factorielle) ?
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