Cahier de vacances

Exercice 1.

lundi 22 décembre

1. Résoudre In(z + 1) — In(x) > In(3z + 1)

2. Calculer le produit AB deux matrices suivantes :

() e

3. Etudier la fonction

f(z) = a exp(a)

4. Ecrire une fonction Python reverse qui prend en argument une liste et retourne la liste parcourue

dans 'autre sens. eg reverse([1,4,12] retourne [12, 4, 1]

Correction 1.

1. L’équation est bien définie sur |51, +-00[. On obtient

2.

Puis

00
0 0

)

el oy
Bz +1) —

4L
.

3. f'(z) = exp(z) + x exp(z) = exp(x)(1 + z)

T —00 -1 +00
f(z) - 0 +
0 400

1 def reverse(L):
Lrev =[]
for el in L:

2

3

4

5

Lrev =|el]+Lrev

return (Lrev)

ou

def reverse(L):
Lrev =[]
for i in range(len(L)—1,—1,—1):

Lrev=Lrev+|L[1i]]

return (Lrev)
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4. Mardi 23 décembre

Exercice 2. 1. Etudier la fonction f(z) = e***! — 2
2. Résoudre dans C
22424+1=0
donner la forme exponentielle des solutions.

3. Ecrire une fonction Python somme qui prend en argument une liste de nombres et retourne la
somme des éléments de cette liste.

Correction 2.

1. fi(z) =2exp(2x+1) —1

fl(2)> 0=z > _ln(? -1
T — 00 7ln(22)71 +00
f'(z) - 0 +
+o00 +00
f(z) I In(2) —
I+ =

2. On calcule a 'aide du discriminant on obtient

1443

T 9 € T 9

ou en écriture exponentielle :

31 def somme(L):

2 s=0

3 for el in L:
4 st+=el

5 return s
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Mercredi 24 décembre

Exercice 3. 1. Résoudre dans R : e®* +e % =2

2. Soit la suite (un), ¢y définie par :

’LL()ZQ
Vn € Nyupy1 = %un—w

Montrer que pour tout n € N, u,, = 2% —2n+1
3. Déterminer la limite suivante :

) 2" +n
lim ——

n—oo y/e2n _ 1

Correction 3.

S =1{0}

2. Soit P(n) : "uy, = 2% —2n+17
Pour n =0 on a P(0) : "ug = 55 —2x 0+ 17 cest-a-dire P(0) : "ug = 2” qui est vraie d’aprés
I’énoncé.
On suppose qu’il existe n € N tel que P(n) soit vraie On a alors u,, = 2% —2n+ 1 et donc
d’aprés I’énoncé

1.1 2n + 3
=_—(——2 1) —
B 1 +1 n 3
Tonrt T TR T 9Ty
1
:2n+1—2n—1
1
:2n+1—2(n—|—1)—|—1

Ainsi P(n + 1) est vérifiée.
La propriété P(n) est donc vraie pour tout n € N

3. On factorise par e” au numérateur et au dénominateur. On obtient

. 2e" +n
hm —_— = 2
n—oo \/e2n _ 1
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Jeudi 25 décembre

Joyeux Noél
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Vendredi 26 décembre
Exercice 4. 1. Déterminer la valeur de wu,, ot (uy)nen est définie par ug =1 et

Vn € Nupy1 = 2u, + 1

2. Résoudre ¢/ +y =1

3. Déterminer le projeté orthogonal du point A de coordonnées (1,2) sur la droite D dirigée par
4 = (2,1) et passant par B = (0, 1)

4. Ecrire une fonction Python est_sym qui prend en argument une liste de listes représentant une
matrice et retourner True si la matrice correspondante est symétrique et False sinon.

Correction 4.

1. Technique habituelle (v, = u, — «...) on trouve :

up, = 2" -1

S = {x+ 1+ Acos(x) + Bsin(z)|(4, B) € R*}

3. On trouve D : z — 2y 4+ 2 = 0 et ’équation passnat par A et orthogonale & D

=1+t
“ * (teR)
y=2-—2t

On trouve H (%, 3)
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Samedi 27 décembre

Exercice 5. 1. Résoudre dans C,
z2+2z24+1=1—1

2. Résoudre dans C
2r=—z

3. Soit (un)nen la suite définie par ug = u; = 1 et pour tout n > 0
Up42 = —Up+1 — Un

Exprimer u,, en fonction de n € N

4. Ecrire une fonction Python compte_element qui prend en argument une liste de nombre et une
valeur, et retourne le nombre de fois ou la valeur est présente dans la liste.

compte_element([1,4,2,4,3,4], 4) va retourner 3 et compte_element([1,4,2,4,3,4], 12)
va retourner 0.

Correction 5.

L. L1 . 1
1. On repasse en écriture algébrique, on obtient z = 5

2. On passe de z? de lautre coté, on factorise. On obtient
S ={0,i,—i}

3. Equation caractéristique X2 + X + 1 = 0 racine LQ‘/E = ¢ On obtient apres calcul :

Uy, = COS 27r7n —|—Lsin 271771
" 3 V3 3

1 def compte element(L,a):

2 c=0

3 for el in L:
4 if el=—a:
5 c+=1
6 return c
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Dimanche 28 décembre

Exercice 6. 1. Etudier la fonction définie par

e —e

et +e %

flz) =

2. Résoudre I’équation de paramétre A € R et d’inconnue x € R suivante :

e/\x—i-l < 261‘—/\

3. Résoudre le probléme de Cauchy suivant (sur |1, 4o0] :
{M+y =1

y(2) =1

Correction 6.
L fi(z) = W

x —00 +o00
f(z) +
1
f(.%') 1 /

ML < 9et A (AeR, z€R)
Comme les deux membres sont strictement positifs, on prend le logarithme népérien :

AM+1<In24z— A\

On regroupe :
A=z <In2-X1-1

On distingue selon le signe de A — 1.

In2-X-1
A>1: <
~ STao1
In2—-—X-1
A<1: e —
< e
A=1: .

3. On obtient S = {z — 1}
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Lundi 29 Décembre
Exercice 7. 1. Soit a > 0 Montrer par récurrence que pour tout n > 0

(I1+a)">1+an

et Vn > 1,upp1 = %Hu,,. Montrer par

2. On considéere la suite (u,),cy définie par : u; = % i

récurrence que : Vn € N*, u,, = 55

3. Ecrire une fonction Python qui prend en argument un entier n et retourne la valeur de w, définie
par
ug =1

et pour tout n > 0
n
Un+1 = Z Uk
k=0
(il faudra garder en mémoire dans une liste toutes les valeurs de ug & ug_1 pour calculer ug...)

Correction 7.
1. Soit P(n) : (1 +a)” > 1+ an”
Pour n=0onaP0):"(14+a)>1+ax0" Cest adire :

P(0):71>17

Donc P(0) est vraie.
On suppose qu’il existe n € N tel que P(n) soit vraie. On a alors :

(1+a)">1+an
En multipliant par (1 + a) (qui est positif car a > 0) on obtient

(1+0)™ > (1+ an)(1 +a)
>14an+a+a’n
>1+a(n+1)+a’n

Comme n > 0 et a € R on a a’n > 0, donc
(1+a)" " >1+an+1)

Ainsi P(n + 1) est vérifiée.
La propriété P(n) est donc vraie pour tout n € N
2. Soit P(n) : "un = 55”
Pour n=1on a P(1) "u; = 3%” qui est vraie d’apres 1’énoncé.
On suppose qu’il existe n € N* tel que P(n) soit vraie. On a alors u, =
I’énoncé :

7 et donc d’aprés
n+1ln

3n 30

n+1

3 x 3"

n+1

- gn+1

Un41 =

Ainsi P(n + 1) est vérifiée.
La propriété P(n) est donc vraie pour tout n € N*
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31 def suiteu(n):

2 ul=1

3 u=|[u0|

1 for i in range(n):
5 Sn=0

6 for uk in u:

7 Sn—=Sn+uk
8 u=u+[Sn]

9 return (u| —1])
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Mardi 30 Décembre
Exercice 8. 1. Etudier la fonction
f(z) =In(z*+1) — 2
2. Résoudre I’équation de paramétre X € R et d’inconnue x

In(z? +z) > In(\z — 1)

On fera attention & ’ensemble de définition (qui dépend de \)
3. Calculer la limite suivante :
lim n(ln(n+1) — In(n))

n—-+0o

4. Calculer en fonction de n € N

>y

k=0 j=k
Correction 8.
— 2_ —1)2 . . .
1. Dy =R. f(x) = xg_’il —-1= (mﬂffﬂ) = — (2231 Donc f est strictement décroissante sur R et

lim f(z)=+o00 et lim f(z) = —o0

T——00 Tr——+00

(Obtenue en factorisant par z puis CC. )

In(z? + z) > In(\z — 1) (AeR, z€R)

1) Ensemble de définition.

Il faut simultanément :
224+2x>0 et Az—1>0.

Or
2 tr=x(x+1)>0 < €] — oo, —1[U]0, +o0].
De plus,
Ar—1>0.
A>0: >l
P>

A=0: —1>0 (impossible),

1
A<O0: —.
< JZ<)\

Donc ’ensemble de définition est

(

]3,400f, siA>0
0, siA=0

]—00,3[, si —1<A<0

| —o0,—1[, siz< -1

\

2) Réduction de I'inégalité sur D).
Sur D), la fonction In est strictement croissante, donc

In(z?4+2) > In(Ax — 1) <= 2> +2> Iz — 1.

Ainsi
224+ (1-Nz+1>0.
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On pose

Son discriminant vaut

Py(z) =2? + (1 = Nz + 1.

AN =(1-X)2=4=X-22-3=(A-3)(\+1).

3) Etude du signe de Py.
Comme le coeflicient dominant est 1 > 0 :

— Si A(N) <0, ie. =1 <\ <3, alors

Py(z) >0 Vz R,

et 'inégalité est vraie pour tout x € D).

— SiAN) >0, ie A<

A—1—/(A=3)(A+1)

—1 ou A > 3, alors P, admet deux racines réelles

x_(N) =

avec r_ < x4, et

92 ) $+()‘) =

Py\(z) >0 <= z €] —oo,z_]U[z4,+o0].

Il faut donc intersecter avec Dj.

4) Conclusion (ensemble des solutions).

Dy, —1<A<3, A#0,
Sy =
DAﬂO—oo,x_]U[:mr,—i—oo[), A< —loul>3,
3. In(n+1)—In(n) =In(1+ %) Eton a w — = — 01. Donc
ngriloon(ln(n +1)—In(n)) =1
4. On intervertit :
n j n L. n
k 15(0+1 1 ) n+1)(n+2
I R UMEDEE e
i 2 24 4
7=0 k=0 7=0 7=0

A—1+V/ =3 +1)
5 ,
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Mercredi 31 Décembre

Exercice 9. 1. On associe 4 un polynome la liste de ces coefficients : P(x) = ag + a12 + ax? +

11
2
3
4

5

2T
2
3
4

5

-+ 4+ a,a™ on associe [ag,ai, ..., an]

Ecrire une fonction Python evaluation qui prend en argument une liste qui correspond a un
polynéme P et un flottant x et retourne la valeur de P(x)

eg. evaluation([1,2,0,1], 2) retournera 1 +2x2+0x2%2+1x23 =13

. Ecrire une fonction somme qui prend en argument deux listes correspondant & deux polynémes P

et @ et retourne une liste correspondant & la somme des deux polyndémes.
eg somme ([1,2,3],[2,3,1] retournera [3,5,4]. Attention au degré des polyndmes :
somme([1,2,3],[2,3,1,3] retournera [3,5,4,3].

Ecrire une fonction derivation qui prend en argument une liste correspondant & un polynéme
P et retourne une liste correspondant au polynéme dérivé.

eg. La liste [4,3,1,2] correspond & P(x) = 4 + 3z + 2% + 222 sa dérivée vaut P'(z) = 3 + 2 + 62>
donc derivation([4,3,1,2] retournera [3, 2, 6]

Correction 9.

def evaluation (L,x):
a=0
for 1 in range(len(L)):
a=L[1]*x*xi
return (a)

def somme(L1,L2):

if len(L1l)>len(L2):
for i in range(len(L2)):
Li[i]=[L2[i]+L1[i]]
return (L1)
else:
return (somme(L2,1L1))

def derivation (L):
D~ ]
for 1 in range(1l,len(L)):
D+=[i*L[1i]]
return (D)
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Bonne année'!
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Vendredi 2 Janvier

Exercice 10. 1. Résoudre In(z?) +In(z) = 3

2. Résoudre % <1

3. Résoudre v/3e* — 2 < e*

Correction 10.
1. S = {e}
2. S =0, e'/2[U]e2, +o00|
3. § =|1n(2), +o0]
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Samedi 3 Janvier

Exercice 11. 1. Résoudre

lz 4+ 1| < |z% — 2z
2. Résoudre le systéme suivant d’inconnues (z,y) et de parameétre A

r 4y =\
3r —y =y

3. A l'aide d'une étude de fonction, montrer que pour tout = € [0, §]

2
sin(z) > —x
T
Correction 11.
1. Sur | — oo, —1[:
S =] — o0, —1]
Sur | —1,0[ :
3—+v13
82 :] - 17 2\/>[
Sur 0,2] :
S3=10
Sur ]2, 400] :
3+13

2. Si A #£{-2,2}

S ={(0,0)}
SiA=2

S ={(z,2) |z R}

SiA=-2

S = {(z,~32) |z € R}

3. Soit f(z) = sin(z) — 2z On a alors

F'(@) = cos(z) — =

J(2) = —sin(x)

3

x 0 « 5
sgn(f”(z) - -
1-2 ——— 0
() T
—3

sgn(f'(x)) +

o
|
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(Petit probléme d’alignement sur f'(z) que je n’arrive pas a corriger. )
On voit donc que f(x) > 0 pour tout = € [0, 5], autrement dit

sin(z) > —x

3w
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