Correction - DS2

Exercice 1. On cherche & résoudre ’équation suivante :
sin(3z) —sin(z) > 0 (E)
1. Dire si et 2T sont solutions de (E)

2. Montrer que pour tout z € R
sin(3z) = 3sin(z) — 4sin®(2)
3. Résoudre —2X3 + X >0

4. En déduire les solutions de (E) sur [0, 27].

Correction 1.

1. sin(3%) —sin(§) = sin(7) —sin(§) = \f < 0 donc

% n’est pas solution de (E)

3
sin(35F) — sin(3F) = sin(%) —sin(3F) =1—1 = > 0 donc
5 est solution de (E)

2. On a pour tout (a,b) € R? :
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
Ainsi pour tout x € R :
sin(3x) = sin(2z + z)
= sin(2z) cos(z) + sin(x) cos(2z)
= 2sin(x) cos?(x) 4 sin(z)(cos?(z) — sin?(z))
= 2sin(x)(1 — sin?(x)) + sin(x)(1 — 2sin’(z))
(z)

= 3sin(x) — 4sin®(x)

oit I'on a utilisé cos?(z) + sin?(z) = 1 a la 4 éme ligne.

—2X*+X >0

—= - X(2X*-1)>0
X((V2Xx)2-1%) <0
X(V2X —1)(V2X +1) <0

A T’aide d’un tableau de signes on obtient I’ensemble des solutions :
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4. D’aprés les questions 1 et 2 on a

sin(3z) — sin(z) > 0 <= 2sin(z) — 4sin®(z) >0 = —2sin®(z) + sin(z) > 0
<= sin(x)solution de —2X3 4+ X >0
1 1
<= sin(z) €] — 00, ——=] U [0, —=]

V22

On obtient & 'aide du cercle trigonométrique, les solutions de I’équation sin(3x) —sin(x) > 0 :

§=10, V[ UF, T

Exercice 2. 1. A quelle condition sur X,Y € R a-t-on
X=Y = X?=Y"?
2. On souhaite résoudre dans [—, [ 'équation :

(1) |cos(z)| = |sin(z)|.
Montrer que (1) est équivalent a I’équation
(E) cos(2z) = 0.

3. Résoudre (E) sur R et en déduire les solutions de (1) sur [—m, [ et représenter les solutions
sur le cercle trigonométrique.

Correction 2.
I.Ona X =Y < X?2=Y?si X et Y sont de méme signe.
2. Comme ]cos( )| > 0 et |sin(z)] > 0 I’équation est équivalente a cos?(x) = sin?(z). Or
cos(2x) = cos?(z) — sin?(x) donc on obtient bien (1) <= cos(2x) = 0.
[

)
3. Onadonc 2z =7 [n] ainsi

=7 [5]

Les solutions sur R sont donc

S= U{ +f}

keZ

Sur [—7, 7] les solutions sont :

Exercice 3. Soit (uy)nen la suite définie par ug = 3,u; = 6 et pour tout n € N
Upt2 = 2Upg1 + Up

Montrer que pour tout n € N : up, > 3 x 2"

Correction 3. On montre le résultat par récurrence double. On pose
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Soit P(n) la proposition P(n) : "u, > 3 x 2"ETu, 1 > 3 x 27H1”

Initialisation Pour n = 0 on a d’une part : ug = 3,u; = 6 et d’autre part 3x2° =3 et 3x 2! =6
Dont P(0) est vraie.

Hérédité On suppose qu'il existe n € N tel que P(n) soit vraie. On a donc u,, > 3 X 2"ETupq1 >
3 x 21 On chercher a vérifier P(n+ 1), il suffit pour cela de vérifier que u, 2 > 3 x 272, Montrons
cette derniére inégalité.

Up42 = 2Upy1 +up  €énoncé
>2x3x 2" 43 x2" Hypothése de récurrence >2™(2 x 3 x 2+ 3)
> 2" x 15
Or 3 x 22 =12 donc 2" x 15 > 3 x 22 Ainsi

Upo > 3 x 202

et donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion Vn € N

Exercice 4. 1. En justifiant proprement chaque étape de calcul, montrer que pour tout n € N :

n

Y (k+ 1) =k = (n+ 1)
k=0

2. Développer (k + 1)* — k*.

3. Montrer par récurrence que pour tout n € N :

"~ 5, n(n+1)(2n+1)
=

4. A Taide des trois questions précédentes, montrer qu’il existe un polynéme P de degré 3, tel
que pour tout n € N :

iki” = i(n +1)P(n).
k=0

On déterminera explicitement P(n)

5. En déduire finalement que pour tout n € N :

Correction 4.
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1. On reconnait une somme télescopique :

n n n
D k+ 1) =k =D (k+1)*=> k' Par linéarité
k=0 k=0 k=0
n+1 n

= Zj4 — Z k* Changement de variable j =k + 1
j=1

k=0

n n
= Zj4 +(n+1)* =+ Z k* Relation de Chasles
j=1

k=1

= (n+1)* Les deux sommes sont égales

Yok + D)t =kt = (n+ 1)

2. On utilise le bindme de Newton on obtient
(k+1)* = k* + 4k + 6k> + 4k + 1

Donc

(k+1)% — k* = 4k3 + 6k + 4k + 1

. oy 9 n n(n+1 2n+1 9
3. Soit P(n) la proposition P(n) : " > p_k* = %

Initialisation Pour n = 0 on a d’une part : 22:0 k? = 0% = 0 et d’autre part :

Dont P(0) est vraie.

Heérédité On suppose qu'il existe n € N tel que P(n) soit vraie. On a donc
(

ikQ _n(n+1)(2n+1)
k=0 0

En ajoutant de part et d’autre (n + 1)2 on obtient :

n+1

1)(2n + 1
) 2o it )6(n+ ) 1)
k=0

Ainsi :
n+1 2
12 n(n+1)2n+1)+6(n+1)
2 ;
_ (n+1)n@2n+1)4+6(n+1)]
6
_ (n+1)[2n* + Tn + 6]
6
Or 2n% +Tn +6 = (2n + 3)(n + 2) donc
n+1
(n+1)2n+3)(n+2)
k* =
2 G
_ (4 D((n+ 1) +1)2n+1)+1)
6

Ainsi P(n + 1) est vraie.

Conclusion Vn € N

0(0+1)(2+04+1) __
(O+1)¢ _0
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n n(n+1)(2n+1
g =t

4. On a donc D’aprés la question 1 on a
n
> (k+ 1) =(n+1)
k=0

D’apreés la question 2 on a :
(k4+1)* —k* =4k + 6k + 4k + 1

Donc
n

D (4K + 6k + 4k + 1) = (n + 1)
k=0

Par linéarité on a donc

4Zk3+62k2+42k+21_ (n+1)*
k=0

Enfin on a montré a la question 3 que Y ) _k? = w et on sait que > ) ok = n(n;l)
et Y p_o1l=(n+1) donc
+1)(2n+1) n(n+1)
ISR = (na 1yt — 6 —4 —(n+1
Z (n+1)" = 6=—— = —(n+1)
Enfin simplifions (n + 1)* — Gn(nﬂ)ﬁ(%ﬂ) - 4n(n2+1) —(n+1)
1)(2 1 1

(n+ 1)t — 6" E )6( n+l) —4”(”; ) (nt1)= (n+ D) ((n+1)° —n(2n+1) 20— 1)

:(n+1)(n3+3n2—|—3n+1—2n2—n—2n—1)
:(n+1)<n3+n2)

On obtient donc

Zk‘3 = i(n—i— 1)(n3 +n2>

k=0

La propriété est démontrée avec P(n) = n?® + n?

2
5. n®+n? = n*(n+1) donc (n+1) (n3+n2> = (n+212)2"2 = <("+21)n> On obtient bien le résultat
demandé.

Probléme 1. On pose pour tout n € N* :

1. Calculer Sy et Sa
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2. A T'aide d’un changement d’indice montrer que :

2n
1
Y N* S, = —
n € N*, ;:%k

3. Montrer que, pour tout n € N* :
2n
1 2 1
Zln<1+> :ln< nt )
k n
k=n
2n

1
4. En déduire la limite d In{1+-].
n déduire la limite ekz;ln(+k)

5. A l'aide d’une étude de fonction, montrer que pour tout z > 0 :

2

1‘—%§ln(1+m)

2n
On pose e, = E
k=n

6. Montrer que pour tout n € N*,

L
2k?°

2n 1
Sngen+21n<1+k>
k=n
7. On va montrer ensuite que (e,),>1 tend vers 0.
(a) Justifier (briévement) que pour tout n € N*, e,, > 0.
1
(b) On note E,, = {5z | k € [n,2n]}
i. Donner en fonction de n le nombre d’éléments de E,,.
ii. Donner en fonction de n la plus grande valeur des éléments de F,,.

(c) En déduire que pour tout n € N*, e, < ZTJFQ
(d) Conclure.
2n 1
Remarque : Avec l'inégalité Vo > 0,1In(1 + z) < z, on peut montrer que Z In <1 + k:) < S, et
k=n

ainsi en déduire la limite de (S,)pen & 'aide du théoréme d’encadrement.

Correction 5.

L Si=Thorr=1+}
S1=3
S=Thorh =4 +i+}
Sy = 12

2. On pose le changement de variable i = k+mn. On a Comme k € [0,n], on ai=k+n € [n,2n]

et donc
2n 1
S, = -
=n

Comme !'indice est muet on a bien
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zl (1+}) zl (1)
= iln(k +1) — In(k)
k=n

2n 2n
= In(k+1) =) In(k)
k=n k=n

On fait le changement de variable i = k 4 1 dans la premiére somme : on obtient

2n 2n+1
dn(k+1)= ) In(i)
k=n i=n+1
Ainsi
2n 2n+1 2n
}:m<1+;)_»§:1mn—§:mw)
k=n i=n-+1 k=n
2n 2n
= Z In(i) + In(2n + 1) — <ln(n) + Z ln(k))
i=n-+1 k=n+1
2n 2n
=In@2n+1) —In(n) + > In(i)— > In(k)
i=n-+1 k=n+1

(2n+1)
=1In
n

2n+1
4. En tant que quotient de polynémes on a lim,, Q”JI = 2 Par composition,ona lim In ( + > =

n—-+oo n
In(2) Donc

5. On fait une autre étude de fonction. On pose g(z) = In(l + z) — = + %2 La fonction g est
définie et dérivable sur Ry et on a
1 l-1—z+az+a2> o

= —1 = =
T+z 17 14z 1+z

g'(x)

Donc ¢'(x) > 0 pour tout & > 0 et donc g est croissante sur R;. Comme ¢g(0) = 0, on obtient
pour tout x > 0, g(z) > ¢g(0) = 0. Ainsi pour tout > 0, on a In(1 +z) —x + % >0, d’out

2

Ve >0,In(l1+2)>z—%
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6. On applique I'inégalité obtenue a la questin précédente a % > 0. On obtient donc, pour tout

ke N*:
1—i<ln 1—|—1
ko 2k2 — k

En sommant ces inégalités entre n et 2n on obtient donc

2n

Z<112> Siln(lJrl)
£ k 2k = k

=n

Ce qui donne en utilisant la linéarité :

2n 1 2n 1 2n 1
gkgwggm<1+k>
D’ou

2n
1
n_ng 1 1 7
So—e kzn( +k>

En faisant passer e,, dans le membre de droite on obtient
2n 1
S, < In{1+4 -
n < e+ kz: n < + k:>
=n

7. (a) e, est une somme de termes positifs, donc e, est positif.

(b) i. E, contient n + 1 éléments
ii. Le plus grand élément de F,, est ﬁ

(¢) Ainsi pour tout k € [n,2n]
1 1

<
2k2 — 2n?
On somme ces inégalités pour k variant de n & 2n, on obtient :

2n 1 2n 1
DD o
k=n k=n

d’ou
en < 52
(d) On a donc montré que
n+1
0<en,< on?

n+1
Comme lim + = 0, le théoréme d’encadrement assure que

n—4oo 2n2

lim e, =0
n—-+oo

Remarque :
(e) On fait une étude de fonction : soit f : Ry — R définie par f(z) = x — In(1 + z). La
fonction f est dérivable sur R et
1z
1+ 1+z

fla) =1

. Ainsi pour tout x > 0, f'(x) > 0, donc f est croissante sur R;.. Comme f(0) = 0—In(1) =
0, on a donc pour tout > 0 f(z) > 0, c’est-a~dire x — In(1 + x) > 0. Finalement
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’VxZO,len(l—i—:c)‘

1 1
n(l+=) <=
n<+k:>_k:

Donc en sommant pour k € [n,2n] on obtient :

2n 1
In{l1+—-) <585,
(i)«

Ainsi, on a pour tout k € N*

On obtient finalement

2 1 2 1
ln<n+ >§Sn§en+ln<n+ )
n n

En appliquant le théoréme d’encadrement on obtient

lim S, =1n(2)

n—-+oo
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Informatique

Exercice 5. Que retournent les scripts suivants :

Script 1 Script 2 Script 3 Script 4
a=1 a=2 a=1 a=1
b=1 b=ax**3 b=ax*2 for i in range(5):
c=a+tb c=a-b a=b if i%2==0:
a=0 if ¢>3: b=b+a a=a+l
if c==b: print(2) print(a,b) print(a)
a=1 elif a<=2:
else: print (1)
a=2 else:
print(a,c) print('coucou')

Correction 6. Le script 1 affiche :

(2,2)
Le script 2 affiche :
1
Le script 3 affiche :
(2,4)
Le script 4 affiche :
4
Exercice 6. 1. Ecrire une fonction discriminant qui prend en argument trois nombres a, b et

¢ et retourne la valeur du discriminant du polynome az? + bz + ¢

2. Ecrire une fonction trinome qui prend en argument trois nombres a, b et ¢ et renvoie la valeur
de(s) (la) solution(s) de axz? + bz + ¢ = 0 si il en existe et renvoie la phrase "pas de solution
réelle’ sinon.

Correction 7.

1. def determinant(a,b,c):
return( b**2 -4xaxc)

2. def solution(a,b,c):
if a==0:
return( "pas un polynome de degre 2")

delta= determinant(a,b,c)
if delta <O:
return 'pas de solution'
elif delta==0:
return (-b/2xa)
else:
return (-b+delta**0.5)/(2*xa), (-b-delta*x*0.5)/(2x*a)

Exercice 7. Ecrire une fonction Python Somme qui prend en argument un entier n et retourne la

n
valeur de la somme E K5
k=0
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Correction 8.

def somme(n):
s=0
for i in range(n+1):
s=s+1i**5
return(s)
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