Correction DS3

Exercice 1. 1. Soit z € C. Rappeler le lien entre z, Z et |z| d’une part, et entre z, Z et Re(z)

d’autre part.

2. En déduire que pour tout (21,22) € C?> on a :

|21 — 20)? = |21|> — 2Re(z120) + |22|?

Correction 1.
1. 2z = |2, |22| = |2|%, 2 + Z = 2Re(2)
2.
lz =22 = (2= 2)(z = 2)
=(z-2)z-7)
=22 27— 22+ 27
= |2 = (Z2+ 22) + |Z)?
= 22 = (z'2+ %) + |2
= |2|* = 2Re(2'Z) + |2
Exercice 2. On considére la relation de récurrence :

(R): VnéeN, upta = 3upy1 — 2u, + 1

Soit (uy) vérifiant (R), et up =1, u; = 3.
1. Déterminer une suite (v,) vérifiant (R) de la forme : v, = an + b avec (a,b) € R?.

2. On pose alors w,, = u, — v,. Montrer que (wy,) vérifie :

Vn € N, wpto = 3wpy1 — 2wy,

3. En déduire I'expression de w,, en fonction de n.

4. Donner alors ’expression de u,, en fonction de n.

Correction 2.
1. Remplacons dans (R) l'expression de (vy,)nen.-On obtient
an+2)+b=3(a(n+1)+0b) —2(an+b) +1
Ce qui donne aprés simplification

20+b=3a+0b+1

d’ou
a=—1

Il n’y a pas de condition sur b.

On peut ainsi voir que la suite v, = —n vérifie (R) ‘
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2. D’apres la définition de (wy,)pen on a

Wn+4+2 = Up+2 — Un42
=3upt1 — 2up +1— (Bv, +1— 20, + 1)
= 3(Unt1 — Vnt1) — 2(un — vp)

= 3Wn+1 — 2wy

‘ (wn,)nen vérifie la relation de SRL2 demandée‘

3. Soit P(X) = X% — 3X + 2 le polynéme caractéristique de (wy)nen. P(X) admet deux racines
1et 2. Donc 3(4,B) €R%, ¥n €N :

wy, = A2" + B1" = A2" + B

De plus on a d’une part wop =up—vg=1—-0=1et wy =u; —v; =3 —(—1) =4 et d’autre
part wg = A+ B et w; = 2A + B On obtient ainsi le systéme

A+B =1
2A+B = 4

On obtient aprés résolution

A=3 e DB=-2

\wn:3*2"—2\

4. Comme w, = u, — v, ON a U, = Wy, + v, donc

Exercice 3. Pour tout complexe z, on considére : f(z) = 2* — 223 + 622 — 82 + 8

‘un:3*2”—2—n‘

1. Soit b € R, exprimer en fonction de b les parties réelles et imaginaires de f(ib).

2. En déduire que I'équation f(z) = 0 admet deux solutions imaginaires pures. Quel lien y a-t-il

entre ces solutions ?

3. Démontrer qu’il existe deux réels a et 3 tels que pour tout z € C :

f(2) = (2 +4)(* +az+p)

4. Résoudre alors f(z) = 0 dans C.

Correction 3.
1.

f(ib) = (ib)* — 2(ib)> + 6(ib)® — 8(ib) + 8
= bt + 2ib® — 60> — 8ib + 8
= bt — 6b* + 8 +i(2b° — 8b)

Re(f(ib)) = b* — 6b% + 8 et Im(f(ib) = 20> — 8b
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2. D’aprés la question précédente f(ib) =0 <= b* —60>+8 =0 et ¢ On a les factorisations

suivantes :
26% — 8b = 2b(b* — 4)
=2b(b—2)(b+2)
et
bt — 6 +8 = (b* —4)(b* - 2)
= (b—2)(b+2)(b—V2)(b+2)
Donc
bt — 602 +8=0<=bc {2,-2,v2 —2}
et
26% —8b=0 <= bec {2,-2}
Ainsi

Fib) = 0 <= b€ {2, -2}

‘ f(2) admet deux solutions imaginaires pures : 2i, et —2i. Ces solutions sont conjuguées l'une de I'autre

3. (24422 +az+pB) =2+ a2 + 4+ B)2% + daz + 48
En identifiant on obtient

la=—2e¢t B =2|

4. 22 — 22 + 2 admet comme discriminant A =4 — 8 = —4 et donc comme racine :

242

=142 t =1-—2
5 +1 e T )

1

L’ensemble des solutions de f(z) = 0 est donc

]3:{21,—22',1“‘,1—7;}\

Exercice 4. On définit deux suites (up)nen €t (Vn)nen+ par

2un, 2u, — 1
=3 VneN = = —
Uuo n ; Un41 Uy + 1 Un “u, + 1

1. Python : Ecrire une fonction Python qui prend en argument un entier n et retourne la valeur
de u, et v,.

2. Résoudre >1

r+1
3. Montrer par récurrence que pour tout n € N, u, > 1 et en déduire que (up)nen €t (Vn)neN
sont bien définies.

4. Montrer que (v,)pen vérifie pour tout n € N
Un+1 = 2’[)n +1

5. Donner 'expression de v, en fonction de n.

6. En déduire I'expression de u, en fonction de n.
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Correction 4.

1.
2.
2
T o1
r+1
2
v —1>0
r+1
-1
)
T+ 1

L’ensemble des solutions est donc

|S =] — 00, —1[U]1, +00[|

3. Soit P(n) la propriété P(n) := "u, > 1”. Remarquons tout d’abord que si on prouve P(n)
alors (up)nen €t (vn)nen sont bien définies car P(n) implique que w,, # —1 et —u, # +1.

On va prouver P(n) par récurrence.
Initialisation : P(0) est vraie d’aprés I’énoncé, en effet ug =3 > 1

Hérédité : Supposons qu'il existe n € N, tel que P(n) soit vraie. On a alors u,, > 1. D’aprés la

s . 2up
question précédente, on a donc que ity > lcaru, € S

Ainsi
Upg1 > 1

ce qui prouve P(n + 1).

Conclusion : P(n) est vraie pour tout n € N

4. On a d’une part

2’U,n+1 —1
—Unp+1 + 1

2u,
2%_& -1

2u

duy —uy — 1
—2Up + Up + 1
3u, — 1
—Up, + Up + 1

Un41 =

et d’autre part

2u, — 1
2vn+1—2_un+1+1
duy, — 2 —uy +1
—u, + 1
3u, — 1

—uy +1

On obtient bien v,4+1 = 2v, + 1
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5. On reconnait une suite arithmético-géométrique. On utilise donc une suite auxiliaire :
Wy = Up — Q
ol a € R est un réel & déterminer afin que (wy,)pen SOit géométrique.

Wp41 = Unt1 — &

=2v,+1—«
=2(wp, +a)+1—a«
=2w, +a+1
On choisit donc o = —1 et alors (wy)nen est géométrique de raison 2. Le cours donne w,, =

wo2™. Ce qui donne pour
vp = (vo —a)2" + «

Il reste & calculer vy, avec la formule définissant v, :

_2’LLU—1_ 5)
_*UOJrl_ 2

Vo

vy = 32" — 1

6. Enfin la formule définissant v,, permet aussi de retrouver u,, en fonction de v,, :
2uy, — 1

—Un + 1

—vp(—up+1) =2u, —1

= — Uplp + Uy = 2u, — 1

Up =

—up(—v, —2) = —v, — 1
—vp — 1
—y, =
—Up — 2
v+ 1
:}u _=
" v+ 2
Ainsi
Hom41-1
Un = 350 119
52" —1+2
Apres simplifications :
~ 3xa2n!
R IV T

Exercice 5. Pour tout n € N* on pose
n n
km . (km
C, = ,;_O CoS <n> et S, = kg_o sin <n>

On cherche dans ce probléme & calculer C,, et S, en fonction de n.
On définit pour tout = €]0, 27| :

1. Calculer Sy.
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2. Quel est le lien entre Cy, Sy, et Z,(%) 7

3. Montrer par récurrence que

4. Montrer que

5. En déduire que : S,, =

6. En déduire la valeur de tan

7. Rappeler la valeur de lim

8. En déduire que

Correction 5.

1 — e(ntl)iz
Z"('r) = 1 — ei
T 1+ein 1
Zn(i) = i . Ed
n 1—én itan(g;;)
—————~ . Que vaut C,, 7
tan (Z) "
(5)
)
tan(x)
xz—0 xT
2
Sy o~
+oo T

1. Comme la question est posée il faut faire la récurrence. Si la question demandée seulement de

"justifier I’égalité" on aurait pu écrire :

On reconnait une somme d’une suite géométrique de raison e**. Comme €' # 1 (car = €]0, 27])

on a

2. D’apreés la question 1, on a :

n

Zn(z) =) _(e”)k

k=0

1—

1—

(eix

_ ez’m

1

ell

)(n+1)

n+1l)z

1— e

kz _1—e
n

i(n+1)=

1BIOA - Lycée Chaptal

Olivier Glorieux



et

Or sin () = 0 et sin (2X) = sin(n)

n

k=1
= 0. Donc
" km
S, = sin | — | .
\ me<n)
k=0

Donc

6. C’est une conséquence directe de la question 3 et de la quesstion précédente.
= 84 Donc tan(g) = <

7. On a d’apres la question précédente

1
tan(g)

V2 \f—l—i—\@.

km . [ 1x . (27 .
Par ailleurs Sy = Zsm ( 1 ) = sin <4> +sin <4> +sin ( = 7—1—14—*
Donc
tan(g) = 1+1\/§
. tan(z)
8. Montrons que hr%i = 1. On a en effet pour tout x €] — /2, 7/2| :
T—> T
an () = sin’(z) cos(z) — cos'(x) sin(x)
cos?(x)
_ sin®(z) 4 cos?(x)
B cos?(x)
_ 1
~ cos?(x)
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En particulier tan’(0) = 1 et par définition de la dérivée en O :

t t — tan(0
li $20(E) _ gy tan@) —tan©0) _ oy 2
=0 T z—0 z—0
Sn 1
On a 2= wtan(Z) et
™ tan(g;.)
ntan(—) = n
n
_ 5 tan(g-)
s
2n
) ) . tan(x) . T ) .
On vient de voir que lim =1, comme lim — = 0 on a par composé de limites :

x—0 x n—oo 2N

, T
nl;ngo n tan(%) =

Do

En conclusion :

.S, 2
lim — = —.

n—oo n T
INFORMATIQUE

Exercice 6. Soit (uy)nen la suite définie par ug = 1,u; = 3 et pour tout n € N

3.

2
Upt2 = Up g + 3up

. Ecrire une fonction python suite_u qui prend en argument un entier n et retourne la valeur

de u,,

. Ecrire une fonction python somme qui prend en argument un entier n et retournela valeur de

> k=0 Uk

. Ecrire une fonction python limites qui prend en argument un flottant A et retourne le premier

entier n tel que u, > A

Correction 6.

Exercice 7. Soit f la fonction définie par f(x) =z — 2z + 1

1.
2.

Donner les variations de f sur son ensemble de définition
Ecrire une fonction python f qui prend en argument un flottant x et retourne "erreur" si x
n’est pas dans l’ensemble de définition de f et f(x) sinon.
On dispose de la fonction mystére suivante :
Qu’affiche la console avec les instructions suivantes - on justifiera briévement :
(a) print(mystere(-1,2))
(b) print(mystere(0,2))
(c) print(mystere(0,-0.5))
(d) print(mystere(999,1001))
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Correction 7.

1. f est définie sur [}, 4+o00[ et dérivable sur |5, +-00[ et on a pour tout z €], +00] :

Ainsi

fllx)=1

1
V2r +1

V2z+1-1

V2r+1

f(z)>0<=V2r+1-1>0

3. (a

<— V2zx+1>1

<= 2x+1>1 Car les deux membres sont positifs

<—2x >0
x>0

f est décroissante sur [5

,0] et croissante sur [0, 4o00[

(c¢) La console retourne 0 car f(0) < f(—0.5).
(d) La console retourne 999 car f(999) < f(1001) d’aprés 'étude de fonction.

(a) La console retourne ’erreur’ car —1 n’est pas dans ’ensemble de définition.
(b) La console retourne 0 car f(0) < f(2).
)

)
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