DS3

3h00

e Les calculatrices sont interdites durant les cours, TD et a fortiori durant les DS de mathématiques.

e Si vous pensez avoir découvert une erreur, indiquez-le clairement sur la copie et justifiez les initiatives
que vous étes amené-e -s & prendre.

e Une grande attention sera apportée a la clarté de la rédaction et a la présentations des solutions.
(Inscrivez clairement en titre le numéro de 'exercice, vous pouvez aussi encadrer les réponses
finales.)

e Vérifiez vos résultats.

e Le résultat d’une question peut étre admis et utilisé pour traiter les questions suivantes en le
signalant explicitement sur la copie.
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Exercice 1. 1. Soit z € C. Rappeler le lien entre z, Z et |z| d'une part, et entre z, Z et Re(z)
d’autre part.

2. En déduire que pour tout (z1, 22) € C2 on a :
|21 — 22\2 = \zl|2 — 2Re(z122) + |22|2
Exercice 2. On considére la relation de récurrence :
(R): VYn €N, upyo = 3upt1 — 2u, + 1
Soit (uy,) vérifiant (R), et ug = 1, ug = 3.
1. Déterminer une suite (v,) vérifiant (R) de la forme : v,, = an + b avec (a,b) € R?.
2. On pose alors w,, = u, — v,. Montrer que (wy,) vérifie :

Vn € N, wpto = 3wpy1 — 2wy,

3. En déduire 'expression de w, en fonction de n.
4. Donner alors I'expression de u, en fonction de n.
Exercice 3. Pour tout complexe z, on considére : f(z) = 24 — 22% + 622 — 82 + 8

1. Soit b € R, exprimer en fonction de b les parties réelles et imaginaires de f(ib).

2. En déduire que l'équation f(z) = 0 admet deux solutions imaginaires pures. Quel lien y a-t-il
entre ces solutions ?

3. Démontrer qu’il existe deux réels a et 3 tels que pour tout z € C :
f(z) =+ 4"+ az + )
4. Résoudre alors f(z) =0 dans C.

Exercice 4. On définit deux suites (uy)nen+ €t (Upn)nens par

2uy, 2uy, — 1
uop n Un+1 W, + 1 Un, —u, + 1

1. Python : Ecrire une fonction Python qui prend en argument un entier n et retourne la valeur
de u, et v,.

2. Résoudre >1

z+1
3. Montrer par récurrence que pour tout n € N, u,, > 1 et en déduire que (uy)nen €t (Vp)nen sont
bien définies.

4. Montrer que (vp)nen Vvérifie pour tout n € N

Un+1 = 20, + 1
5. Donner I'expression de v, en fonction de n.
6. En déduire 'expression de u,, en fonction de n.

Exercice 5. Pour tout n € N* on pose
n n
km . km
C, = kz_;)cos (n) et S, = I;)sm (n>

On cherche dans ce probléme & calculer C,, et S,, en fonction de n.
On définit pour tout z €]0, 27| :

n

Zn(x) = Z etk

k=0
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1. Calculer S4.
2. Quel est le lien entre Cy,, Sy, et Z,(%) 7

3. Montrer par récurrence que

1 — e(ntl)iz
Zule) =@
4. Montrer que ‘
7 1+e'n 1
Zn(i) = T . s
n 1—e'n  —itan(g;)

5. En déduire que : S, = . Que vaut C, 7

tan (%)
6. En déduire la valeur de tan (%) .
t
7. Rappeler la valeur de lim an(z)
x—0 T
8. En déduire que
2
Sy o~
+oo T
INFORMATIQUE

Exercice 6. Soit (u,)nen la suite définie par ug = 1,u; = 3 et pour tout n € N
.2
Upt2 = Up 1 + 3up
1. Ecrire une fonction python suite_u qui prend en argument un entier n et retourne la valeur de
Unp,
2. Ecrire une fonction python somme qui prend en argument un entier n et retournela valeur de
2 k=0 Uk
3. Ecrire une fonction python limites qui prend en argument un flottant A et retourne le premier
entier n tel que u,, > A
Exercice 7. Soit f la fonction définie par f(z) =z —/2x + 1
1. Donner les variations de f sur son ensemble de définition

2. Ecrire une fonction python f qui prend en argument un flottant x et retourne "erreur" si z n’est
pas dans I’ensemble de définition de f et f(x) sinon.
3. On dispose de la fonction mystére suivante :
Qu’affiche la console avec les instructions suivantes - on justifiera briévement :
(a) print(mystere(-1,2))
(b) print(mystere(0,2))
(c) print(mystere(0,-0.5))
(d) print(mystere(999,1001))
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